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Porque la verdad es eterna y divina,
y ninguna fase en el desarrollo de la verdad,

por pequeña que sea la región englobada,
puede pasar sin dejar rastro;

la verdad permanece, aunque la prenda en la que
los pobres mortales la visten pueda caer en polvo.

Hermann Grassmann
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CAPÍTULO 1

Introducción

“Aún llegará ese momento...
cuando las ideas ahora adormecidas darán fruto”.

—Hermann Grassmann, Ausdehnungslehre

Una de las obras matemáticas más importantes de Hermann Günther Grassmann
(1809-1877) data de 1844 y se conoce con el título abreviado Ausdehnungslehre (Teoría
de la Extensión), donde aparecen conceptos básicos del cálculo vectorial, como produc-
to interno, producto externo, etc. Con este trabajo Grassmann demostró que para la
geometría (expresada de forma algebraica como él proponía) el número de dimensiones
espaciales de interés no es tres sino que es ilimitado, desarrolló la idea de un álgebra en
el que los símbolos que representan entidades geométricas como puntos, líneas y planos,
se manipulan utilizando ciertas reglas; además, representó subespacios de un espacio por
coordenadas que conducen al mapeo de puntos de una variedad algebraica (que hoy en
día conocemos como Grasmaniana) [20]. La contribución de Grassmann pasó inadvertida
hasta su aplicación en 1915, en la Teoría General de la Relatividad y sólo hasta fechas
muy recientes, su trabajo se ha apreciado plenamente [9].

Las Grasmanianas Grk(V ), nombradas así en honor a Grassmann (pues él introdu-
jo el concepto en general), se definen como el conjunto de sub-espacios vectoriales de
dimensión k de V , con V espacio vectorial. Dicho de otra forma es el espacio que pa-
rametriza todos los sub-espacios vectoriales de dimensión k del espacio vectorial V de
dimensión n. Por ejemplo, la Grasmaniana Gr1(V ) es el espacio de líneas que atraviesan
el origen de V , de manera que define el mismo espacio que el espacio proyectivo de n−1

dimensiones; la Grasmaniana Gr2(V ) es el espacio de todos los planos que atraviesan el
origen de V .

En esta tesis estamos interesados en las Grasmanianas complejas (V = Cn), las cuales
hemos denotado como Grn;k. Estas Grasmanianas son generalizaciones de los espacios
complejos proyectivos y comparten características con ellos tales como compacidad y
conexidad. En particular nos interesa estudiar la familia Grn;2 por su importancia en
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Física; ejemplo de ello es que Gr4;2 provee la forma compacta del espacio-tiempo Rs,t

en 4 dimensiones [10], además fue demostrado por B. P. Dolan y C. Nash en [8] que
los modos cero del operador de Dirac en Gr5;2 reproducen las representaciones y cargas
correctas del sector fermiónico del modelo estándar, un resultado un tanto enigmático en
cuanto a su significancia física. Se tiene conocimiento de una formulación del efecto Hall
cuántico en Grn;2 [1] y las versiones difusas de estas Grasmanianas complejas denotadas
como GrFn;2 ha sido estudiada también, en [17] se calculan las eigenfunciones y el espectro
del Laplaciano en estos espacios.

El objetivo principal de esta tesis es hallar una expresión para el operador de Laplace-
Beltrami (referido aquí simplemente como el Laplaciano) ∆ y el operador de Dirac D/ en
Grn;2, resolver el problema espectral del operador de Dirac para el caso particular de la
Grasmaniana Gr4;2 usando teoría de representaciones y hallar sus eigenespinores; en con-
creto mostramos cómo calcular el espectro en general e ilustramos la validez de nuestro
método encontrando el espectro que corresponde los eigenespinores que tienen carácter
de funciones y 1-formas definidas en Gr4;2 (este carácter proviene de una identificación
señalada ej. en [13] entre espinores y formas diferenciales cargadas). Hay que destacar
que resolver el problema espectral de Dirac en Gr4;2 establece las bases y conocimientos
necesarios para extender el resultado a uno más general en Grn;2. Los resultados de esta
tesis pueden ser aplicados en diversos problemas físicos en los que intervenga el operador
de Dirac en estos espacios; por ejemplo sabemos que el operador de Dirac es de suma
importancia para entender a los fermiones, y supongamos que estamos interesados en los
estados de energía de fermiones que se mueven sobre la superficie de Grn;2, la ecuación
que describe la evolución temporal de estas partículas es

ĤΨ = iℏ
∂Ψ

∂t
,

donde Ψ es la función de onda espinoral que representa a los fermiones, ℏ es la constante
reducida de Planck y la energía del sistema o Hamiltoniano en el caso no relativista es,
con m = 1

2
, Ĥ = −D/ 2 (pues como veremos en este trabajo D/ 2 es el Laplaciano más

una contribución de un campo efectivo de origen topológico que depende únicamente
del espacio donde se encuentra D/ , es decir este hamiltoniano describe la dinámica de
un fermión de masa 1

2
en el espacio tiempo Grn;2 × R sujetos a un “campo externo”

proporcional a la curvatura escalar de Ricci, que es constante en nuestro caso) y el
espectro buscado son los eigenvalores de D/ 2. Por otra parte conocer el espectro de energía
de los fermiones en cierto espacio M es indispensable para el estudio de problemas de
muchos cuerpos, por ejemplo el gas de fermiones no interactuante en M o el efecto Hall
cuántico, donde se han estudiado generalizaciones de las funciones de onda de Laughlin
partiendo de ideas similares [7]. Una aplicación reciente de las Grasmanianas es en
problemas de eficiencia en computación cuántica [24].
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Capítulo 1. Introducción

Esta tesis se encuentra estructurada de la siguiente manera:

Capítulo 1 En este capítulo se encuentra la introducción de la tesis, donde se
da una síntesis del trabajo de Hermann Grassmann que llevó al concepto de la
Grasmaniana, se define qué son las Grasmanianas y se explica el objetivo de la tesis.
Además, se incluye la sección de preliminares donde se describe a las Grasmanianas
Unitarias Grn;2 como un espacio coset (cociente) e introducimos las coordenadas
proyectivas de Plücker para hacer cáculos en estos espacios.

Capítulo 2 Se definen los operadores de acción derecha en Grn;2 y se calcula el
Álgebra de Lie de estos operadores. Los operadores de acción izquierda serán útiles
únicamente para calcular de una manera más sencilla el Laplaciano de SU(n), el
cual conviene separarlo en términos que incluyen las acciones derechas tangentes
y en términos que incluyen las acciones derechas normales, esto es debido a que el
Laplaciano en Grn;2 está conformado sólo por las acciones derechas tangentes.

Capítulo 3 Ya que el principal objetivo de esta tesis es calcular el espectro de
las funciones y 1-formas para el caso particular de la Grasmaniana Gr4;2, lo cual
servirá para sentar las bases para su generalización a Grn;2, en este capítulo se
encuentran expresiones para las funciones y 1-formas en estos espacios usando
técnicas de teoría de representaciones y se describe brevemente la construcción de
las 2-formas; además, se define el operador de Dirac en Grn;2.

Capítulo 4 Se establece un método para calcular el espectro de las Grasmanianas
Gr4;2, el cual consiste principalmente en escribir el Laplaciano ∆Gr4;2 en términos
de operadores que cuenten las cajas de los diagramas de Young (estos diagramas,
como veremos en esta tesis, representan a las funciones y 1-formas de Gr4;2);
además, en este capítulo calculamos el espectro de las funciones y 1-formas.

Capítulo 5 Se dan las conclusiones de esta tesis.

Apéndices En los Apéndices se detallan los cálculos citados en la tesis.

1.1. Preliminares

Las Grasmanianas complejas son generalizaciones de los espacios complejos proyec-
tivos, que denotamos como Grn;k. Entendemos que Grn;k define un conjunto de sub-
espacios vectoriales de dimensión k de Cn. Para nuestro propósito concebimos a las
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1.1. Preliminares

Grasmanianas como un espacio cociente M = G/H, donde G es un grupo de Lie com-
pacto y simple y H es un subgrupo cerrado de G compacto y semisimple, con base en
esto las Grasmanianas Unitarias Grn;2 se pueden expresar como

Grn;2 =
SU(n)

S(U(2)× U(n− 2))
, (1.1)

donde hemos factorizado la fase común U(1). La dimensión real de Grn;2 es

dimR(Grn;2) = (n2 − 1)− [4 + (n− 2)2 − 1] = 4n− 8, n ≥ 2

y su dimensión compleja es

dimC(Grn;2) = 2(n− 2) = 2n− 4.

Estas Grasmanianas están definidas como el espacio cociente de las clases de equivalencia
u ∼ u′ = uh con h ∈ S(U(2) × U(n − 2)) y u ∈ SU(n), considerando a u en la
representación fundamental:

u =

 u11 u21 · · · un1
... ... ... ...
u1n · · · · · · unn

 = [uαβ ], α, β = 1, · · · , n (1.2)

y el encaje del subgrupo S(U(2)× U(n− 2)) de la siguiente forma:

h ∈ S(U(2)× U(n− 2)) ↪→

(
SU(2) 0

0 SU(n− 2)

)
. (1.3)

En este contexto la multiplicación de matrices es (AB)αβ = Aγ
βB

α
γ y se mantienen las

siguientes identidades como ligaduras:

ūγβu
α
γ = ūαγu

γ
β = δαβ , (1.4)

donde ū representa el conjugado hermitiano, esto es, ūαβ = (uβα)
∗, donde se entiende que

∗ representa conjugación compleja.

El Álgebra de Lie de SU(n) está conformada por matrices hermitianas y de traza
cero. Estas matrices son las matrices de Gell-Mann, las cuales satisfacen el Álgebra de
Lie: [(

λa
2

)
,

(
λb
2

)]
= ifabc

(
λc
2

)
, (1.5)

donde fabc son constantes de estructura reales.

Ahora vamos a introducir coordenadas de Plücker para Grn;2. Primero supongamos
que W ⊂ Cn sea un subespacio lineal complejo k-dimensional, luego construimos la
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Capítulo 1. Introducción

máxima potencia exterior
∧kW , éste es obviamente un subespacio lineal 1-dimensional

de
∧k Cn, por lo que podemos naturalmente identificar a

∧kW con un punto, [W ], en
el espacio proyectivo asociado tal que [W ] ∈ P

(∧k Cn
)

. Un teorema clásico del álgebra

lineal implica el isomorfismo
∧k Cn ∼= C

(n
k
)

y por lo tanto P
(∧k Cn

)
∼= CP

(n
k
)
−1, así

obtenemos los siguientes encajes [17]:

Grn;k ↪→ CP
(n
k
)
−1 ↪→ C

(n
k
)
, (1.6)

donde la primer flecha indica el encaje de Plücker, el cual es un mapeo inyectivo que
manda el conjunto de todos los subespacios W a puntos en el plano complejo proyectivo.
Las coordenadas dadas por el mapeo biyectivo W 7→ [W ] son las conocidas coordenadas
de Plücker. Para hacer la correspondencia explícita podemos asociar a W su k-forma
de volumen ω en la base {v1, · · · , vk} y expandirla en una base

∧k B de
∧k Cn con

B = {e1, · · · , en} una base para Cn [17]:

ω = v1 ∧2 ∧ · · · ∧ vk = ζα1···αk
eα1 ∧ · · · ∧ eαk , α1, · · · , αk = 1, · · · , n (1.7)

donde ζα1···αk
son las coordenadas de Plücker asociadas a W .

Para el caso que nos interesa k = 2, e introducimos un proyector de rango 2 de la
forma

P =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
... ...
0 0 · · · 0

 , (1.8)

para proyectar en Grn;2 uno actúa el proyector a un elemento u de SU(n) por la derecha
tal que u 7→ uP; solamente las primeras dos columnas de la izquierda se mantienen,
dejando solamente componentes uıα con con ı = 1, 2. En base a esto obtenemos un
conjunto de coordenadas de Plücker para Grn;2 mediante

ζαβ =
1√
2
ϵıȷu

ı
αu

ȷ
β, (1.9)

con la normalización elegida para que se cumpla ζ̄αβζαβ = 1 [17].
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CAPÍTULO 2

Operadores diferenciales sobre Grn;2

“Mi deseo es entender la línea,
la forma, la sombra y el movimiento”.

—Frida Kahlo

En este capítulo se definen los operadores de acción derecha e izquierda sobre las
Grasmanianas Grn;2; además, se define el álgebra de Lie de estos operadores. Debido a
que el Laplaciano en Grn;2 se escribe en términos de las acciones derechas tangentes,
conviene separar el operador de acción derecha en su parte tangente y su parte normal.
Los operadores de acción izquierda se definen únicamente, sin entrar en muchos detalles,
para calcular explícitamente el Laplaciano de SU(n).

2.1. Operador de acciones derechas

Los operadores diferenciales de acción derecha son derivadas covariantes en Grn;2,
estas acciones se definen como

Kau = u

(
λa
2

)
, Kaū = −

(
λa
2

)
ū. (2.1)

Estas ecuaciones son obtenidas de Kau := −i( d
dt
(ueitλa/2))t=0 [14], aquí λa son las ma-

trices de Gell-Mann. Notemos que se satisface el Álgebra de Lie:

[Ka,Kb] = ifabcKc. (2.2)

Como primer objetivo vamos a separar Ka en operadores tangentes y operadores nor-
males.

6



Capítulo 2. Operadores diferenciales sobre Grn;2

2.1.1. Acciones derechas tangentes

Los operadores tangentes inducen la acción derecha de generadores de la forma:


0 0 ∗ · · · ∗
0 0 ∗ · · · ∗
∗ ∗ 0 · · · 0
... ... 0

. . . 0

∗ ∗ 0 · · · 0

 (2.3)

donde exactamente un ∗ = 1 y todos los demás son 0 (esto significa que tomamos
combinaciones de la forma 1

2
(λ1± iλ2), estamos en una base compleja). Estos 2 ·2(n−2)

generadores pueden escribirse en nuestra convención como

(λıA)
α
β = δıβδ

α
A, (λı̄Ā)

α
β = δαı δ

A
β , donde ı = 1, 2 A = 3, 4, · · · , n. (2.4)

Observemos que λı̄
Ā
= (λıA)

†. Definimos los operadores tangentes de tal forma que se
cumple:

Kı
Au = uλıA, Kı

Aū = −λıAū, (2.5)
Kı̄

Āu = uλı̄Ā, Kı̄
Āū = −λı̄Āū. (2.6)

Estos operadores son las componentes holomorfas y antiholomorfas de la derivada co-
variante. Por la forma en que los hemos escrito podemos considerar a u y ū como
variables independientes bajo diferenciación, pero sujetas a las ligaduras algebraicas:
uαβ ū

β
γ = δαγ = uβγ ū

α
β . Implicítamente incluimos la siguiente ligadura en nuestro enfoque:

ūβα =
1

(n− 1)!
ϵβ1···βn−1βϵα1···αn−1αu

α1
β1

· · ·uαn−1

βn−1
, (2.7)

con base en esto (2.5) y (2.6) son independientes. Las expresiones de estos operadores
son:

Kı
A = uıµ∂

µ
A − ūµA∂̄

ı
µ, Kı̄

Ā = uAµ∂
µ
ı − ūµı ∂̄

A
µ (2.8)

donde ∂αβ = ∂

∂uβ
α
. Estos operadores se relacionan por (Kı

A)
† = −Kı̄

Ā
, una consecuencia de

la antihermiticidad de Ka. En el Apéndice A se detalla una parte de la demostración de
(2.5).

7



2.1. Operador de acciones derechas

2.1.2. Acciones derechas normales

Las acciones normales corresponden al subgrupo de isotropía, que podemos repre-
sentar con matrices (donde solamente un ∗ = 1 y todos los demás son 0) de la forma:

0 ∗ 0 · · · · · · 0 0

∗ 0 0 · · · · · · 0 0

0 0 0 ∗ · · · ∗
0 0 ∗ 0 · · · ∗
... ... ... ... . . . ...
0 0 ∗ ∗ · · · 0


(2.9)

y también con las n − 1 matrices diagonales que generan la subálgebra de Cartan de
SU(n), las cuales se escriben genéricamente como [12]:

(Hk)
α
β =

1√
2k(k + 1)

{
k∑

j=1

δαj δ
j
β − kδαk+1δ

k+1
β

}
, k = 1, 2, · · · , n− 1. (2.10)

Siguiendo nuestra convención encontramos los operadores de isotropía o de dirección
normal:

Kı
ȷ = uıµ∂

µ
ȷ − ūµȷ ∂̄

ı
µ ı ̸= ȷ, (2.11)

KA
B = uAµ∂

µ
B − ūµB∂̄

A
µ A ̸= B, (2.12)

K(k) =
1√

2k(k + 1)

( k∑
j=1

(ujµ∂
µ
j − ūµj ∂̄

j
µ)− k(uk+1

µ ∂µk+1 − ūµk+1∂̄
k+1
µ )

)
(2.13)

donde k va de 1 a n− 1.

2.1.3. Álgebra de Lie

En esta sección escribimos el Álgebra de Lie completa de las acciones derechas:

[Kı
A,K

ȷ
B] = [Kı̄

Ā,K
ȷ̄

B̄
] = 0, (2.14)[

Kı
A,K

ȷ̄

B̄

]
= δBAKı

ȷ − δıȷKB
A , (2.15)[

KA
B,KC

D

]
= δCBKA

D − δADKC
B, (2.16)[

Kȷ
ı ,Kk

l

]
= δkı K

ȷ
l − δȷlK

k
ı , (2.17)[

KA
B,Kȷ

ı

]
= 0. (2.18)
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Capítulo 2. Operadores diferenciales sobre Grn;2

donde se ha extendiendo (2.11) y (2.12) a todos los valores de ı, ȷ, A y B:

Kı
ȷ = uıµ∂

µ
ȷ − ūµȷ ∂̄

ı
µ, ı, ȷ = 1, 2 (2.19)

KB
A = uBµ ∂

µ
A − ūµA∂̄

B
µ , A,B = 3, 4, · · ·n. (2.20)

Observemos que [Kı
A,K

ȷ̄

B̄
] ∈ s(u(2)×u(n−2)) 1, además notemos que los operadores

Kı
ȷ y KA

B aniquilan cualquier función diferenciable f(ζ, ζ̄) definida sobre Grn;2. En este
punto cabe mencionar que mediante

ζαβ =
1√
2
ϵıȷu

ı
αu

ȷ
β (2.21)

obtenemos un conjunto de coordenadas de Plücker para Grn;2, cuya normalización ha
sido elegida tal que |ζ| = 1 (para más detalles consulte [5, 17]). La función f es inva-
riante bajo la transformación ζαβ → eiθζαβ (esto es porque la fase no cambia la clase de
equivalencia, así [ζ] y [eiθζ] claramente definen el mismo punto en Grn;2).

Es fácil notar que KA
Bf = 0, entonces vamos a probar que:

Proposición 1 Kı
ȷf(ζ, ζ̄) = 0

Prueba: Consideremos los índices m,n, k = 1, 2.

Kı
ȷζαβ =

1√
2
ϵȷk(δ

ı
mδ

k
n − δınδ

k
m)u

m
α u

n
β =

1√
2
ϵȷkϵ

ıkϵmnu
m
α u

n
β = δıȷζαβ, (2.22)

de la misma forma se puede probar que Kı
ȷζ̄

αβ = −δıȷζ̄αβ. Si expandimos f como una
serie el efecto de Kı

ȷ en cada término polinomial de la serie es δıȷ(#(ζ) − #(ζ̄)), y esto
será cero debido a la invarianza de U(1) de f (consulte Apéndice B). ■

2.2. Operador de acciones izquierdas

En esta sección solamente se define el operador de acciones izquierdas, sin entrar en
más detalles, ya que este operador nos ayudará a obtener de manera más sencilla, en la
siguiente sección, una expresión para el Laplaciano en SU(n).

Los operadores diferenciales de acción izquierda son campos de Killing definidos por:

Lau = −
(λa
2

)
u, Laū = ū

(λa
2

)
, (2.23)

1Denotamos como s(u(2)× u(n− 2)) al Álgebra de Lie asociada al subgrupo S(U(2)× U(n− 2)).
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2.3. Laplaciano

los cuales satisfacen el Álgebra de Lie [14]:

[La,Lb] = ifabcLc. (2.24)

En componentes, este operador se ve de la forma:

La = −
(λa
2

)α
β

[
uµα∂

β
µ − ūβµ∂̄

µ
α

]
. (2.25)

2.3. Laplaciano

El Laplaciano de acciones izquierdas y el Laplaciano de acciones derechas para SU(n)
son el mismo operador, definido por:

∆SU(n) = L2
a = K2

a =
1

2

∑
α<β

{Kα
β ,Kβ

α}+
n−1∑
k=1

K2
(k). (2.26)

Una forma más conveniente de escribir este Laplaciano es separando los términos que
incluyen acciones derechas tangentes y los que incluyen acciones derechas normales, de
la siguiente manera:

∆SU(n) =
1

2
{KA

ı ,Kı
A}︸ ︷︷ ︸

tangentes

+
∑
ı̸=ȷ

(
Kı

ȷ

)2
+
∑
A ̸=B

(
KA

B

)2
+
∑
k

K2
(k)︸ ︷︷ ︸

normales

. (2.27)

Podemos calcular más fácilmente este Laplaciano de L2
a, directamente de su expresión

(2.25) usando las identidades de Fierz (más información de estas identidades en el Apén-
dice C), cuyo resultado es:

∆SU(n) =
1

2

{
n2 − 1

n

(
uαβ∂

β
α + ūαβ ∂̄

β
α

)
− 2∂̄αβ∂

β
α +

2

n
ūαµu

β
ν ∂̄

µ
α∂

ν
β

+uαµu
β
ν

(
∂µβ∂

ν
α − 1

n
∂µα∂

ν
β

)
+ ūαµū

β
ν

(
∂̄µβ ∂̄

ν
α − 1

n
∂̄µα∂̄

ν
β

)}
, (2.28)

los detalles del cálculo se encuentran en el Apéndice D. Por otra parte, el Laplaciano
en las Grasmanianas Grn;2 está conformado únicamente por la parte que contiene las
acciones derechas tangentes:

∆Grn;2 =
1

2
{KA

ı ,Kı
A}. (2.29)

Este es el operador de Laplace-Beltrami sobre
⊕

p,q Ω
(p,q)(Grn;2), cf. [17].
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CAPÍTULO 3

Espinores

“Puedes llegar a cualquier parte,
siempre que andes lo suficiente”.

—Lewis Carroll

En general no siempre es posible tener campos espinoriales en una variedad arbitraria
M, podría haber obstrucciones topológicas que aseguren que cada campo espinorial sea
nulo. Se necesita una estructura de espín para evitar estas dificultades y dicha estructura,
si existe en la variedad, puede no ser única. En esencia, la existencia de una estructura
de espín significa que podemos encontrar un sistema consistente de álgebras de Clifford
sobre el espacio tangente de M [15].

A veces una variedad no admite estructura de espín, sino lo que se denomina una es-
tructura de espínc que permite definir campos espinoriales cargados siempre que haya un
campo de fondo adecuado. Una obstrucción topológica como ya mencionamos puede ser
que todos los campos espinoriales que se definan sean cero, esta dificultad puede deberse
a una 2-superficie Σ dentro de M que no se puede reducir a un punto; la propagación
paralela de espinores alrededor de Σ muestra que deben anularse idénticamente. Para
evitar esta dificultad se consideran campos espinoriales cargados en M y un monopolo
magnético dentro de Σ, por lo tanto tenemos que introducir una conexión U(1) adicio-
nal para cancelar las inconsistencias. Bajo estas condiciones es posible definir campos
espinoriales en M [15].

En este capítulo veremos que para las Grasmanianas Grn;2 la primera clase de Chern
determina si es espín: si es impar no lo es y si es par lo es; para el caso impar obtenemos un
haz de espínc de espinores cargados. Usando teoría de representaciones encontraremos la
representación para las funciones y 1-formas de Grn;2, además explicaremos brevemente
la construcción para las 2-formas.

11



3.1. Existencia del haz de espínc

3.1. Existencia del haz de espínc

Las Grasmanianas Grn;2 admiten una única (porque son simplemente conexas) es-
tructura de espín solamente cuando n es par [3,19]. Se sabe también que las Grasmania-
nas Gr5;2 admiten una única estructura de espínc [8]. Esto es parte del resultado general:
todas las Grasmanianas unitarias son espínc.

La primer clase de Chern determina si es espín, si es impar no lo es, si es par lo es.
Para las Grasmanianas Grn;k = U(n)/(U(k)× U(n− k)) la primer clase de Chern es:

c1(Grn;k) = −n. (3.1)

La holonomía es U(1)×SU(k)×SU(n− k) y la n de arriba es la carga monopolar de la
parte de la holonomía de U(1). Denotando como L al haz generador con clase de Chern
1, es decir, c1(L) = 1, para n impar necesitamos el haz de espín con potencia tensorial
Lq+n/2 (ninguna existe separadamente, porque podrían tener clases de Chern no enteras,
pero su producto tensorial existe) para obtener el haz de espínc de espinores cargados,
con primer clase de Chern q (B. P. Dolan, comunicación personal, s. f.).

3.2. Campo espinorial

Consideremos el conjunto euclideano de matrices gamma de Dirac Γµ con el índice
µ = 1, 2, · · · , 4(n− 2), las cuales satisfacen {Γµ,Γν} = 2δµν1. Estas matrices se pueden
poner en combinaciones complejas γıA, con (γıA)

† := γ ı̄
Ā
:= γAı , elegidas tal que:

{γıA, γBȷ } = δıȷδ
B
A1, {γıA, γ

ȷ
B} = {γAı , γBȷ } = 0. (3.2)

Una elección de reordenamiento de etiquetas es por ejemplo:

γıA =
1

2

(
ΓA+2(ı−1)(n−2) + iΓA+(2ı−1)(n−2)

)
. (3.3)

El espacio espinorial tiene dimensión 4n−2. Estos pueden ser interpretados como opera-
dores de creación y aniquilación fermiónica [15]. Supongamos que |Ω⟩ es el estado de
vacío aniquilado por tales operadores, definido por:

γAı |Ω⟩ = 0. (3.4)

Si denotamos como M = 2(n − 2) tenemos que la expansión de un campo espinorial
general [13] es:

ψ = ψ0|Ω⟩+ ψA
ı γ

ı
A|Ω⟩+ ψAB

ıȷ γıAγ
ȷ
B|Ω⟩+ · · ·+ ψA1···AM

ı1···ıM γı1A1
· · · γıMAM

|Ω⟩, (3.5)

12



Capítulo 3. Espinores

donde ψ0 es en general una función cargada topológicamente. Tales funciones pertenecen
a la siguiente representación, usando notación de índices de Dynkin:

ψ0 ∈ (0, · · · , 0, L, 0)⊗ (0, L+ q, 0, · · · , 0) =
∞⊕
l=0

l+q≥0

∞⊕
p=0

(p, l + q, 0, · · · , 0, l, p) (3.6)

con q ∈ Z, explícitamente se tiene:

ψ0(ζ, ζ̄) = P(µl,νl;ηp)(µ′
l+q ,ν

′
l+q ;η

′
p)

(αl+q ,βl+q ;γp)(α′
lβ

′
l;γ

′
p)
ζµ′

l+qν
′
l+q
ζη′

pδp ζ̄
α′

lβ
′
l ζ̄γ

′
pδp , (3.7)

donde ζαkβk
= ζα1β1 · · · ζαkβk

y de forma similar para ζ̄, P es el proyector en la re-
presentación (p, l + q, 0, · · · , 0, l, p) que simetriza los índices η y γ, simetriza todos los
índices libres superiores e inferiores y remueve todas las trazas entre índices superiores
e inferiores. Representamos el tensor (3.7) a través del diagrama de Young 2

∞∑
l=0

l+q≥0

∞∑
p=0

p︷ ︸︸ ︷
γ ··

l︷ ︸︸ ︷
α ··
β ··

l+q︷ ︸︸ ︷
µ ··
ν ··

p︷ ︸︸ ︷
η ·· (3.8)

siguiendo la convención usual donde antisimetrizamos columnas primero y luego sime-
trizamos filas. Las cajas en el diagrama de arriba son diferentes. En particular la primera
y segunda fila. Esto se debe a que al escribir el tensor ζµ1ν1 · · · ζµnνn tenemos el diagrama
de Young siguiente:

µ1 ·· µn

ν1 ·· νn
(3.9)

donde las cajas superiores son u1µ1
· · ·u1µn

, que pueden ser etiquetadas como 1 y las
cajas inferiores son u2ν1 · · ·u

2
νn , etiquetadas como 2 . De forma análoga sucede para

ζ̄α1β1 · · · ζ̄αnβn . La parte que contiene una sola fila de cajas proviene de las contracciones

ζηδ ζ̄
γδ =

1

2
uıηū

γ
ı (3.10)

y la proyección, cuya acción (tal como ya se mencionó con anterioridad) es simetrizar
todos los índices (superiores o inferiores) y remover todas las trazas.

3.3. Operador de Dirac

El operador de Dirac está dado por [15]

D/ = γAı Kı
A + γıAKA

ı := D̄ + D̄∗; (3.11)
2Las representaciones anti-fundamentales o conjugadas las denotamos con cajas barra, así

:= (n− 1)

 : y = (n− 2)

 : .
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3.4. Estructura del haz de espín

donde Kı
A,KA

ı son las derivadas covariantes holomorfas/antiholomorfas. Además, defi-
nimos generadores TA

B y T ı
ȷ de tal forma que

TA
B =

1

2
[γAı , γ

ı
B] (3.12)

generan U(n− 2), mientras que
T ı
ȷ =

1

2
[γıA, γ

A
ȷ ] (3.13)

generan U(2), y ambos satisfacen las mismas álgebras de Lie que KA
B y K ı

ȷ.

En el siguiente capítulo vamos a calcular el espectro de las Grasmanianas Gr4;2, lo
cual conviene hacerlo usando el cuadrado del operador de Dirac que resulta en el La-
placiano más una contribución de un campo efectivo de origen topológico que depende
únicamente del espacio donde se encuentra D/ (esta contribución es asociada a la curva-
tura de la variedad según la fórmula de Schrödinger-Lichnerowicz en [11]) y que puede
ser obtenido directamente de (3.11) y simplificando para obtener

D/ 2 =
1

2
{KA

ı ,Kı
A}+

1

2
[γıA, γ

B
ȷ ][KA

ı ,K
ȷ
B], (3.14)

=
1

2
{KA

ı ,Kı
A}+

1

2
[γıA, γ

B
ı ]KA

B − 1

2
[γıA, γ

A
ȷ ]Kȷ

ı ,

=
1

2
{KA

ı ,Kı
A} − TB

A KA
B − T ı

ȷKȷ
ı . (3.15)

La expresión en verde corresponde al Laplaciano de Grn;2 (el cálculo se encuentra en el
Apéndice E), cf. método en [16]. Notemos que el cuadrado del operador de Dirac ahora
está escrito totalmente en términos de operadores de Casimir cuadráticos.

3.4. Estructura del haz de espín

Debido a que en el siguiente cápitulo se calculará el espectro de las funciones (que ya
hemos definido en la sección 3.2) y 1-formas para el caso particular de las Grasmanianas
Gr4;2 es imprescindible la construcción de las 1-formas, lo cual se hará en esta sección.
Además daremos una breve descripción de cómo construir las 2-formas. Para cálculos
posteriores será de utilidad el siguiente diccionario pictórico:

µ
ν

= ζµν ,
µ
ν

= ζ̄µν

A = uAη , A = ūηA

ı = uıγ, ı = ūγı

A
ı

= uA[µu
ȷ
ν]ϵıȷ = u[Aµ u

ȷ]
ν ϵıȷ
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Capítulo 3. Espinores

3.4.1. 1-formas

Esta parte de la tesis esta enfocada en la construcción de las 1-formas de Grn;2,
empezando por las 1-formas exactas. La estructura de las 1-formas exactas se obtiene
de D/ ψ0 (consulte el Apéndice F) para una función cargada y resulta en:

∞∑
l=0

l+q≥1

∞∑
p=0

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
A ··
ı ··

p︷ ︸︸ ︷
·· ⊕ (3.16)

∞∑
l=1

l+q≥1

∞∑
p=0

p+1︷ ︸︸ ︷
ı ··

l−1︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p+1︷ ︸︸ ︷
·· A (3.17)

Al derivar estos resultados es útil notar que (el corchete significa antisimetrización 3)

Kı
Aζαβ = 0, Kı

Aζ̄
αβ = − 1√

2
ϵıȷū

[α
A ū

β]
ȷ

KA
ı ζ̄

αβ = 0, KA
ı ζαβ =

1√
2
ϵıȷu

A
[αu

ȷ
β]. (3.18)

Las 1-formas que el operador de Dirac produce tienen la estructura

L︷ ︸︸ ︷
··
··

⊗

L+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

⊗ A
ı
. (3.19)

Observemos que la contracción de una caja A con la caja barra desaparece, esto se

ve como
A

= 0 ya que uAα ζ̄αβ = 0 y
A

= 0 por una razón similar.

La representación de las 1-formas es entonces (destacando las 1-formas exactas):

∞∑
l=0

l+q≥1

∞∑
p=0

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
A ··
ı ··

p︷ ︸︸ ︷
·· +

∞∑
l=0

l+q≥2

∞∑
p=0

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
A ··

··
ı

p+1︷ ︸︸ ︷
·· +

3Q[a1a2···an] :=
∑

π∈Sn
sgn(π)Qaπ(1)···aπ(n)
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3.4. Estructura del haz de espín

∞∑
l=1

l+q≥1

∞∑
p=0

p+1︷ ︸︸ ︷
ı ··

l−1︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p+1︷ ︸︸ ︷
·· A +

∞∑
l=0

l+q≥1

∞∑
p=1

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p+1︷ ︸︸ ︷
·· ı A +

∞∑
l=0

l+q≥2

∞∑
p=1

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
··

A ··
ı

p−1︷ ︸︸ ︷
·· +

∞∑
l=1

l+q≥1

∞∑
p=1

p+1︷ ︸︸ ︷
ı ··

l−1︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
··
·· A

p−1︷ ︸︸ ︷
·· +

∞∑
l=0

l+q≥1

∞∑
p=1

p−1︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
ı ··
A ··

p−1︷ ︸︸ ︷
·· +

∞∑
l=1

l+q≥2

∞∑
p=0

p+1︷ ︸︸ ︷
ı ··

l−1︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

A

p︷ ︸︸ ︷
·· +

∞∑
l=0

l+q≥2

∞∑
p=1

p−1︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
ı ··

··
A

p︷ ︸︸ ︷
·· (3.20)

En la expansión (3.20) algunos diagramas tienen en la misma columna A e ı, esto es
necesario para que no se anulen algunas de las componentes del tensor. Las propiedades
básicas de simetría de los diagramas de Young se utilizaron para que los diagramas
adquieran su forma; además, se ha usado el método de descomposición de Clebsch-
Gordan [12] para obtener dicha expansión y puede ser consultada en el Apéndice G. En
base a lo anterior observemos que una 1-forma tendrá la estructura

{
P(µl,νl;ηp)(µ′

l+q−1,ν
′
l+q−1;η

′
p)

(αl+q−1,βl+q−1;γp)(α′
lβ

′
l;γ

′
p)
ζµ′

l+q−1ν
′
l+q−1

ζη′
pδp ζ̄

α′
lβ

′
l ζ̄γ

′
pδp
}
uA[αu

ȷ
β]ϵıȷ. (3.21)

3.4.2. 2-formas

En lo que respecta a esta sección sólo daremos una breve descripción de cómo cons-
truir las 2-formas. Para la construcción de las 2-formas exactas necesitaremos

KB
ȷ u

A
[αu

k
β]ϵık = uA[αu

B
β]ϵıȷ = ϵıȷ

A
B
, (3.22)

esta contribución a las 2-formas exactas desaparecerá por simetría, por lo que esperamos
dos diagramas para las 2-formas exactas.
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Capítulo 3. Espinores

La estructura de las 2-formas está determinada por la descomposición:

A
ı
⊗ B

ȷ
= A B

ı ȷ
⊕
A B
ı
ȷ

⊕
A
B
ı
ȷ

= A B
ı ȷ

⊕ ϵıȷ
A B
1
2

⊕ ϵıȷ

A
B
1
2

(3.23)

Se esperan simplificaciones en las contracciones para Gr4;2, y también habrá diagramas
repetidos dentro de una clase. Debido a la antisimetría del Álgebra de Dirac más dia-
gramas desaparecerán o se simplificarán en todas las (0, r)-formas, por ejemplo puede
ser más apropiado escribir las 2-formas como

A
ı
∧ B

ȷ
=
A B
ı
ȷ

(3.24)

Los otros dos diagramas se anulan porque son simétricos bajo el intercambio (A, ı) ↔
(B, ȷ). En esta tesis nuestra intención no es hacer un análisis exahustivo de las r-formas
y su estructura sino ilustrar la eficacia de nuestro cálculo del espectro en contraste con
el cálculo directo. Las 2-formas y otras no serán tratadas con mayor detalle, sin embargo
señalemos que nuestra técnica se extiende de manera directa a las r-formas, simplemente
los cálculos son un poco más extensos.
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CAPÍTULO 4

Espectro del operador de Dirac

“Lo verdadero es siempre sencillo,
pero solemos llegar a ello por el camino más complicado”.

—George Sand

En este capítulo vamos a calcular el espectro de las Grasmanianas Gr4;2, pues son el
primer caso no trivial de Grasmanianas unitarias. Si bien ya ha sido estudiado y calculado
el espectro en variedades Grasmanianas [4,19], cabe resaltar que aquí lo resolveremos de
forma independiente, estableciendo una nueva forma de resolver este problema espectral
con un método que utiliza herramientas ya conocidas de teoría de representaciones. El
hecho de resolver el problema espectral de Dirac en las Grasmanianas Gr4;2 sentará las
bases para su generalización a Grn;2.

Es sabido que para espacios simétricos, como es nuestro caso, el espectro no nulo
del operador de Dirac D/ se determina totalmente por el espectro del cuadrado de este
operador [19]. Por tal motivo trabajaremos con la expresión (3.15) para el cuadrado del
operador de Dirac:

D/ 2 = ∆Grn;2 − TB
A KA

B − T ı
ȷKȷ

ı . (4.1)

Para calcular el espectro estableceremos un nuevo método, el cual consiste principal-
mente en escribir el Laplaciano en (4.1) para n = 4 en términos de operadores de conteo
de cajas de los diagramas de Young; veremos que el cálculo del espectro se simplifica de
manera significativa con este método de conteo de cajas (puesto que el cálculo debido
a esta contribución al espectro se realiza en menos tiempo y con poca probabilidad de
cometer errores en los cálculos en comparación de aplicar directamente (4.1)).

Las siguientes expresiones serán útiles en el cálculo del espectro:

TB
A |Ω⟩ = δBA |Ω⟩, (4.2)

[TB
A , γ

m
C ] = −δBCγmA , (4.3)

T ı
ȷ |Ω⟩ = −1

2
(n− 2)δıȷ|Ω⟩, (4.4)
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Capítulo 4. Espectro del operador de Dirac

[T ı
ȷ , γ

m
C ] = δmȷ γ

ı
C . (4.5)

Antes de trabajar con el Laplaciano y establecer nuestro método de conteo de cajas, nos
conviene hallar el resultado de aplicar los operadores TB

A KA
B a un espinor en general.

Aplicamos TB
A KA

B al espinor ψC
ı γ

ı
C |Ω⟩ = ψC1···CN

ı1···ıN γı1C1
· · · γıNCN

|Ω⟩:

TB
A KA

Bψ
C
ı γ

ı
C |Ω⟩ = TB

A

[
KA

B, ψ
C
ı γ

ı
C

]
|Ω⟩.

En este punto es importante notar que el conmutador

[
KA

B + TA
B , ψ

C
ı γ

ı
C

]
= 0, (4.6)

por tanto, siguiendo con nuestro cálculo tenemos:

TB
A KA

Bψ
C
ı γ

ı
C |Ω⟩

(4.6)
= −TB

A

[
TA
B , ψ

C
ı γ

ı
C

]
|Ω⟩,

= −
[
TB
A ,
[
TA
B , ψ

C
ı γ

ı
C

]]
|Ω⟩ −

[
TA
B , ψ

C
ı γ

ı
C

]
TB
A |Ω⟩,

(4.3), (4.2)
= −

[
TB
A , ψ

C
ı

N∑
k=1

γı1C1
· · · (−δACk

γıkB ) · · · γıNCN

]
|Ω⟩

−ψC
ı

N∑
k=1

γı1C1
· · ·

k

̂(−δACk
γıkB ) · · · γıNCN

δBA |Ω⟩,

(4.3)
= −ψC

ı

N∑
k=1

∑
ȷ ̸=k

γı1C1
· · ·

ȷ

̂(−δBCȷ
γ
ıȷ
A) · · ·

k

̂(−δACk
γıkB ) · · · γıNCN

|Ω⟩

−(n− 2)NψC
ı γ

ı
C |Ω⟩

+NψC
ı γ

ı
C |Ω⟩,

= N
(
1− (n− 2)∓ (N − 1)

)
ψC
ı γ

ı
C |Ω⟩. (4.7)

El término antecedido por ∓ indica que tenemos un signo (−) si tenemos un tensor simé-
trico en los índices ı1ı2 · · · ıN o un signo (+) si es antisimétrico en los índices ı1ı2 · · · ıN .

Notemos que
k̂ indica únicamente la k−ésima posición. Es importante mencionar que

ha sido posible encontrar el resultado (4.7) debido a que se cumple la expresión (4.6)
y por el hecho de que el operador KA

B actuando en ζ o ζ̄ resulta en cero, lo cual no
sucede para Kȷ

ı y por ello se dificulta hallar una expresión general para el caso de T ı
ȷKȷ

ı

puesto que depende de la forma particular del espinor en el que actúa, por tal motivo
la contribución al espectro debida a T ı

ȷKȷ
ı será calculada aplicando directamente estos

operadores a cada caso particular.
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4.1. Método de conteo de cajas

4.1. Método de conteo de cajas

En esta sección el objetivo principal es escribir el Laplaciano ∆Gr4;2 en términos de
operadores de conteo de cajas, este ejercicio sirve además como referencia para explicar
la manera de proceder para generalizar este Laplaciano a Grn;2; una vez obtenido ∆Gr4;2

daremos algunos ejemplos para mostrar que el método de conteo de cajas es consistente
con el cálculo realizado aplicando directamente (2.29).

Como ya hemos mencionado en un principio, concebimos a las Grasmanianas Grn;2
como un espacio cociente M = G/H, donde G es un grupo de Lie compacto y simple y
H es un subgrupo cerrado de G compacto y semisimple. El Laplaciano G-invariante ∆M

tiene una construcción simple: manteniendo la G-simetría de la métrica inducida en M
se puede mostrar que el Laplaciano G-invariante asociado se puede escribir en términos
de operadores de Casimir cuadráticos formados con los campos vectoriales inducidos que
son invariantes por la derecha [17,22]. Con base en [22] podemos reescribir el Laplaciano
∆Grn;2 en (4.1) como:

∆Grn;2 =
1

2
{KA

ı ,Kı
A} = C2(SU(n))− C2(S(U(2)× U(n− 2))), (4.8)

donde el Casimir cuadrático de SU(n) [15, 21] para un diagrama de Young con número
de cajas Bk en la k-ésima fila es

C2(SU(n)) =
1

2

n−1∑
k=1

B2
k −

1

n

(
n−1∑
k=1

Bk

)2

− 2
n−1∑
k=1

kBk + (n+ 1)
n−1∑
k=1

Bk

 . (4.9)

El Casimir cuadrático C2(S(U(2)× U(n− 2))) es más complicado por lo que es conve-
niente trabajar primeramente con las Grasmanianas Gr4;2 y obtener una expresión más
sencilla de este Casimir, además con ello sentamos las ideas básicas que pueden ser útiles
para su generalización.

4.1.1. Caso particular Gr4;2

Como ya hemos mencionado anteriormente, estamos interesados en escribir el La-
placiano ∆Gr4;2 en términos de operadores de conteo de cajas, para ello sabemos de (4.8)
que el Laplaciano para Gr4;2 es

∆Gr4;2 =
1

2
{KA

ı ,Kı
A}, ı = 1, 2 A = 3, 4 (4.10)

= C2(SU(4))− C2(S(U(2)× U(2))). (4.11)
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Capítulo 4. Espectro del operador de Dirac

Y de (4.9) tenemos que el Casimir cuadrático de SU(4) es

C2(SU(4)) =
1

2

 3∑
k=1

B2
k −

1

4

(
3∑

k=1

Bk

)2

− 2(B1 + 2B2 + 3B3) + 5
3∑

k=1

Bk


=

1

2

 3∑
k=1

B2
k −

1

4

(
3∑

k=1

Bk

)2

+ 3B1 +B2 −B3

 . (4.12)

Ahora nos gustaría escribir el Casimir cuadrático C2(S(U(2)× U(2))) en términos más
simples, por lo cual estamos interesados en calcular la expresión siguiente:

C2(S(U(2)× U(2)))− C2(SU(2)× SU(2)).

El Casimir cuadrático C2(S(U(2)×U(2))) corresponde a la suma de los cuadrados de los
operadores diagonales u operadores de isotropía que obtenemos de (2.13) para k = 1, 2, 3:

K2
(1) =

[
1

2
(n1 − n2)

]2
,

K2
(2) =

[
1

2
√
3
(n1 + n2 − 2n3)

]2
,

K2
(3) =

[
1

2
√
6
(n1 + n2 + n3 − 3n4)

]2
,

donde hemos denotado como n1 = u1µ∂
µ
1 − ūµ1 ∂̄

1
µ y similarmente para n2, n3 y n4.

Por otro lado podemos obtener los operadores diagonales para SU(2)× SU(2). Pri-
meramente elegimos la siguiente base para este grupo:{

1

2

(
σa 0

0 0

)
,

1

2

(
0 0

0 σa

)}
; (4.13)

éstas son matrices 4× 4 donde 0 corresponde a una matriz 2× 2 con todas sus entradas
igual a cero y σa son las matrices 2× 2 de Pauli:

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.

Notemos que de (4.13) las únicas matrices diagonales son

1

2

 1 0

0 −1
0

0 0

 y 1

2

 0 0

0
1 0

0 −1

 ;
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usando la notación arriba expuesta escribimos el cuadrado de los operadores diagonales:

K2
(1) =

[
1

2
(n1 − n2)

]2
,

K2
(2) =

[
1

2
(n3 − n4)

]2
.

Calculamos la diferencia de Casimir cuadráticos

C2(S(U(2)× U(2)))− C2(SU(2)× SU(2)) = (K2
(1) +K2

(2) +K2
(3))− (K2

(1) +K2
(2)),

=
1

8
(n1 + n2 − n3 − n4)

2,

=
1

8
(nı − nA)

2, (4.14)

donde nı y nA son operadores de conteo de cajas que explícitamente escribimos como:

nı = uıµ∂
µ
ı − ūµı ∂̄

ı
µ, ı = 1, 2. (4.15)

nA = uAµ∂
µ
A − ūµA∂̄

A
µ , A = 3, 4. (4.16)

Algunos resultados útiles para cálculos posteriores se escriben a continuación:

nı
µ
ν

= 2 µ
ν
, nA

µ
ν

= 0 , (4.17)

nı
α
β

= −2 α
β
, nA

α
β

= 0 , (4.18)

nı γ η = 0 , nA γ η = 0 , (4.19)

nı ı = ı , nA A = A , (4.20)

nı ı = − ı , nA A = − A . (4.21)

De (4.14) tenemos que

C2(S(U(2)× U(2))) = C2(SU(2)× SU(2)) +
1

8
(nı − nA)

2, (4.22)

donde
C2(SU(2)× SU(2)) = C2(SU(2))ı + C2(SU(2))A, (4.23)

aquí hemos denotado como C2(SU(2))ı al Casimir cuadrático que actúa en cajas con
índices latinos ı, ȷ, k, l, etc. y C2(SU(2))A actúa en cajas con índices A,B,C, etc., además,
sabemos que el Casimir cuadrático de SU(2) es

C2(SU(2)) =
l

2

(
l

2
+ 1

)
, (4.24)
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Capítulo 4. Espectro del operador de Dirac

donde l corresponde en nuestro caso a la longitud del diagrama de young, por ejemplo:

l︷︸︸︷
ı
ȷ
, l = 1,

l︷ ︸︸ ︷
A B C , l = 3.

Finalmente podemos reescribir (4.11) como

∆Gr4;2 = C2(SU(4))− C2(SU(2)× SU(2))− 1

8
(nı − nA)

2. (4.25)

Este resultado se puede generalizar a Grn;2, lo cual no haremos aquí, razonando de forma
similar siguiendo las ideas antes expuestas. A continuación vamos a mostrar con algunos
ejemplos sencillos que el método de conteo de cajas funciona correctamente.

Supongamos que tenemos el diagrama , calcularemos el eigenvalor resultante
de aplicar ∆Gr4;2 a este diagrama y luego lo resolveremos con nuestro método de conteo
de cajas.

Aplicando directamente (4.10) a nuestro diagrama tenemos:

∆Gr4;2 =
1

2
{KA

ı ,Kı
A}(ūγmumη ),

=
1

2

(
4ūγı u

ı
η − 4ūγAu

A
η

)
,

= 4ūγı u
ı
η,

= 4 ,

para obtener este resultado hemos utilizado que δγη = ūγı u
ı
η + ūγAu

A
η = 0 debido al

requerimiento de que las trazas son nulas.

Ahora aplicamos el método de conteo de cajas al diagrama:

∆Gr4;2

(4.25)
=

[
C2(SU(4))− C2(SU(2)× SU(2))− 1

8
(nı − nA)

2

]
,

(4.19, 4.23)
= [C2(SU(4))] ,

(4.12)
=

1

2

[
(4 + 1 + 1)− 1

4
(42) + 3(2) + 1− 1

]
,

= 4 .
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Como podemos observar el método de conteo de cajas es consistente con el cálculo
directo.

Otro ejemplo sencillo es verificar el método para el diagrama
A
ı , para ello

procedemos de la forma anterior, primero aplicamos directamente (4.10) al diagrama:

∆Gr4;2
A
ı

=
1

2
{KA

ı ,Kı
A}
(
ūγl u

l
ηu

B
[µu

n
ν]ϵmn

)
,

= 2ūγı u
ı
ηu

B
[µu

n
ν]ϵmn − 2ūγAu

A
η u

B
[µu

n
ν]ϵmn − ūγAu

n
ηu

B
[µu

A
ν]ϵmn

+ūγı u
B
η u

ı
[µu

n
ν]ϵmn + ūγl u

l
η

(
2uB[µu

n
ν]ϵmn + un[µu

B
ν]ϵmn

)
,

= 5ūγı u
ı
ηu

B
[µu

n
ν]ϵmn − ūγı u

n
ηu

B
[νu

ı
µ]ϵmn + ūγı u

B
µ u

ı
[ηu

n
ν]ϵmn,

= 6 A
ı

.

Por otro lado con el método de conteo de cajas obtenemos:

∆Gr4;2
A
ı

(4.25)
=

[
C2(SU(4))− C2(SU(2)× SU(2))− 1

8
(nı − nA)

2

]
A
ı

,

(4.19, 4.20)
= [C2(SU(4))− C2(SU(2)× SU(2))] A

ı
,

(4.23)
=

[
C2(SU(4))−

3

2

]
A
ı

,

(4.12)
=

{
1

2

[
(9 + 4 + 1)− 1

4
(62) + 3(3) + 2− 1

]
− 3

2

} A
ı ,

= 6 A
ı

.

Otros diagramas donde hemos verificado el método de forma simple (en el aspecto de
que el álgebra realizada en los cálculos no es extensa) son ı , A , ı A , ı

ȷ
y A

ı
;

cabe mencionar que la eficacia y utilidad del método es mejor apreciada en el cálculo
del espectro para las funciones y 1-formas que realizaremos más adelante.

4.1.2. Espectro del operador de Dirac cuadrático en Gr4;2

En esta sección vamos a calcular el espectro del operador de Dirac cuadrático D/ 2

sobre las funciones y 1-formas definidas en las Grasmanianas unitarias Gr4;2. Del Capí-
tulo 3 obtenemos que las funciones en las Grasmanianas Gr4;2 están representadas por
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los diagramas de Young (3.8):

Y =
∞∑
l=0

l+q≥0

∞∑
p=0

p︷ ︸︸ ︷
γ ··

l︷ ︸︸ ︷
α ··
β ··

l+q︷ ︸︸ ︷
µ ··
ν ··

p︷ ︸︸ ︷
η ·· .

Para calcular el espectro es útil tener presente que KA
Bζαβ = KA

B ζ̄
αβ = 0, Kȷ

ıζαβ = δȷıζαβ

y Kȷ
ı ζ̄

αβ = −δȷı ζ̄αβ. Primero calculamos el espectro para las funciones, aplicando el
operador de Dirac cuadrático a cada diagrama de Young de Y, abusando ligeramente la
notación lo denotamos Y:

D/ 2Y |Ω⟩ (4.1)
=

(
∆Gr4;2 − TB

A KA
B − T ı

ȷKȷ
ı

)
Y |Ω⟩,

=
(
∆Gr4;2 − T ı

ȷKȷ
ı

) p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· |Ω⟩,

(4.4, 4.25)
=

(
C2(SU(4))−

1

8
(nı − nA)

2 + 2q

) p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· |Ω⟩,

(4.17, 4.18, 4.19)
=

(
C2(SU(4))−

(2q)2

8
+ 2q

) p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· |Ω⟩,

(4.12)
=

((
2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 4l + 3p+ 2q +

q2

2

)
− q2

2
+ 2q

)
Y |Ω⟩,

=
(
2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 4l + 3p+ 4q

)
Y |Ω⟩. (4.26)

El espectro resultante de aplicar el operador de Dirac cuadrático a las funciones es la
expresión en rojo en (4.26). El cálculo de este espectro usando directamente (4.10) puede
consultarse en el Apéndice H. Comparando el método de conteo de cajas desarrollado
anteriormente con el cálculo directo en dicho Apéndice uno concluye que el método de
conteo de cajas presentado en esta tesis es una herramienta poderosa para calcular el
espectro.

De (3.20) tenemos que la expansión para las 1-formas definidas en las Grasmanianas
Gr4;2 es (destacando las 1-formas exactas):

∞∑
l=0

l+q≥1

∞∑
p=0

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
A ··
ı ··

p︷ ︸︸ ︷
··

Y1

+
∞∑
l=1

l+q≥1

∞∑
p=0

p+1︷ ︸︸ ︷
ı ··

l−1︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p+1︷ ︸︸ ︷
·· A

Y2

+
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∞∑
l=0

l+q≥1

∞∑
p=1

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p+1︷ ︸︸ ︷
·· ı A

Y3

+
∞∑
l=1

l+q≥1

∞∑
p=1

p+1︷ ︸︸ ︷
ı ··

l−1︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
··
·· A

p−1︷ ︸︸ ︷
··

Y4

+

∞∑
l=0

l+q≥1

∞∑
p=1

p−1︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
ı ··
A ··

p−1︷ ︸︸ ︷
··

Y5

Procediendo de manera similar a lo realizado para las funciones calculamos el eigenvalor
del espinor correspondiente al diagrama Y1:

D/ 2Y1γ
ı
A|Ω⟩ =

(
∆Gr4;2 − TB

A KA
B − T ı

ȷKȷ
ı

) p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
A ··
ı ··

p︷ ︸︸ ︷
·· γıA|Ω⟩ ,

para la contribución de la expresión en color verde usamos el método de conteo de cajas,
cuyo resultado es:

∆Gr4;2Y1γ
ı
A|Ω⟩ =

(
2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 4l + 3p+ 3q − 2

)
Y1γ

ı
A|Ω⟩, (4.27)

la contribución en rojo la obtenemos fácilmente usando el resultado (4.7):

−TB
A KA

BY1γ
ı
A|Ω⟩ = Y1γ

ı
A|Ω⟩ (4.28)

y para la última contribución hacemos el cálculo directamente:

−T ı
ȷKȷ

ıY1γ
m
A |Ω⟩ = −T ı

ȷKȷ
ıζµl+q−1νl+q−1

ζηpδp ζ̄
αlβl ζ̄γpδpuA[µu

n
ν]ϵmnγ

m
A |Ω⟩,

= −Kȷ
ı

(
ζµl+q−1νl+q−1

ζηpδp ζ̄
αlβl ζ̄γpδpuA[µu

n
ν]ϵmn

) ([
T ı
ȷ , γ

m
A

]
+ γmA T

ı
ȷ

)
|Ω⟩,

(4.4, 4.5)
= −Kȷ

ı

(
ζµl+q−1νl+q−1

ζηpδp ζ̄
αlβl ζ̄γpδpuA[µu

n
ν]ϵmn

) (
δmȷ γ

ı
A − δıȷγ

m
A

)
|Ω⟩,

= −(q − 1)δȷıζµl+q−1νl+q−1
ζηpδp ζ̄

αlβl ζ̄γpδpuA[µu
n
ν]ϵmn

(
δmȷ γ

ı
A − δıȷγ

m
A

)
|Ω⟩

−δnı ζµl+q−1νl+q−1
ζηpδp ζ̄

αlβl ζ̄γpδpuA[µu
ȷ
ν]ϵmn

(
δmȷ γ

ı
A − δıȷγ

m
A

)
|Ω⟩,

= (q + 1)Y1γ
m
A |Ω⟩. (4.29)

De (4.27), (4.28) y (4.29) obtenemos el resultado:

D/ 2Y1γ
ı
A|Ω⟩ =

(
2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 4l + 3p+ 4q

)
Y1γ

ı
A|Ω⟩. (4.30)

Para el resto de los diagramas de la expansión de las 1-formas encontramos los siguientes
resultados:

D/ 2Y2γ
ı
A|Ω⟩ =

(
2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 2l + 3p+ 3q

)
Y2γ

ı
A|Ω⟩, (4.31)
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D/ 2Y3γ
ı
A|Ω⟩ =

(
2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 3l + 3p+ 4q − 7

4

)
Y3γ

ı
A|Ω⟩, (4.32)

D/ 2Y4γ
ı
A|Ω⟩ =

(
2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 2l + 2p+ 3q − 1

)
Y4γ

ı
A|Ω⟩, (4.33)

D/ 2Y5γ
ı
A|Ω⟩ =

(
2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 2l + p+ 3q − 2

)
Y5γ

ı
A|Ω⟩. (4.34)

En la siguiente tabla colocamos cada diagrama de Young con su respectivo eigenvalor:

Diagrama de Young (Y) Eigenvalor (λ)

Funciones

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· 2l2+p2+2lp+2lq+pq+4l+3p+4q

1-formas

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
A ··
ı ··

p︷ ︸︸ ︷
·· 2l2+p2+2lp+2lq+pq+4l+3p+4q

p+1︷ ︸︸ ︷
ı ··

l−1︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p+1︷ ︸︸ ︷
·· A 2l2+p2+2lp+2lq+pq+2l+3p+3q

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p+1︷ ︸︸ ︷
·· ı A

2l2 + p2 + 2lp + 2lq + pq + 3l +

3p+ 4q − 7
4

p+1︷ ︸︸ ︷
ı ··

l−1︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
··
·· A

p−1︷ ︸︸ ︷
··

2l2 + p2 + 2lp + 2lq + pq + 2l +

2p+ 3q − 1

p−1︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
ı ··
A ··

p−1︷ ︸︸ ︷
··

2l2 + p2 + 2lp + 2lq + pq + 2l +

p+ 3q − 2

Tabla 4.1: Tabla que muestra el espectro del operador cuadrático de Dirac de las fun-
ciones y 1-formas de la Grasmaniana Gr4;2.

4.1.3. Espectro del operador de Dirac

Una vez hallado el espectro del operador cuadrático de Dirac, podemos determinar el
espectro para el operador de Dirac, D/ , en las Grasmanianas Grn;2; para tal fin definimos
el operador de quiralidad:

Γ =
∏
i,A

[
γıA, γ

A
ı

]
, (4.35)
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4.1. Método de conteo de cajas

el cual satisface lo siguiente:

{Γ, γıA} =
{
Γ, γAı

}
= 0, Γ2 = 1; (4.36)

y del teorema de Lichnerowicz [14, 18] sabemos que

D/ 2 = ∆S +
R

4
, (4.37)

donde R es la curvatura escalar y S representa el espacio de campos espinoriales de la
variedad Riemanniana M, en nuestro caso la variedad es la Grasmaniana Grn;2 para
n = 4, que presenta una estructura de espín. El teorema de Lichnerowicz implica que
una variedad de espín con curvatura estrictamente positiva no tiene modos cero [14],
así que nuestro interés es únicamente estudiar los modos que son diferentes de cero,
sin embargo señalemos que ciertas estructuras de espínc permiten modos cero, y este
también es presumiblemente el caso para Grn;2 aunque sus espectros de espínc no se
conocen.

El espectro de D/ puede ser construido a partir del espectro de D/ 2 (el cual ha sido
calculado en la sección anterior para las funciones y 1-formas de Gr4;2), la ventaja es que
D/ 2 está completamente escrito en términos de operadores de Casimir cuadráticos y por
lo tanto su espectro es fácil de calcular. Sea ψ(σ)

λ el eigenespinor de D/ 2 con eigenvalor λ
y (σ) denotando la degeneración, entonces podemos escribir

D/ 2ψ
(σ)
λ = λψ

(σ)
λ , (4.38)

donde ψ(σ)
λ tiene una quiralidad definida ya que [D/ 2, γ] = 0 además verificaremos que

λ > 0. Bajo estas condiciones cada eigenespinor de D/ 2 corresponde exactamente a dos
eigenespinores de D/ [14]:

ψ
(σ,±)
λ = ψ

(σ)
λ ± D/ ψ

(σ)
λ√
λ

, (4.39)

y finalmente el espectro puede ser obtenido de

D/ ψ
(σ,±)
λ = ±

√
λψ

(σ,±)
λ , (4.40)

con λ los eigenvalores encontrados en la sección anterior.

Por último analicemos lo siguiente: si se tuviera un modo cero ψ0 esto implicaría que
D/ ψ0 = 0; sin embargo, ∆S es un operador positivo y por tanto se cumple ⟨ψ0,∆Sψ0⟩ ≥ 0

y ya que R > 0 esto implicaría la contradicción |D/ ψ0|2 = ⟨ψ0, D/
2ψ0⟩ > 0 y de esto se

sigue que λ > 0.
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CAPÍTULO 5

Conclusiones

“¿Podrías decirme, por favor,
qué camino debo seguir para salir de aquí?

-Esto depende en gran parte del sitio
al que quieras llegar, dijo el Gato”.

—Lewis Carroll

Hemos resuelto el problema espectral del operador de Dirac en Gr4;2 al proveer un
método simple (conteo de cajas y el uso de los operadores diferenciales nı, nA, que son
especiales para n = 4) para calcular el espectro, y construir las eigenfunciones espino-
riales (eigenespinores) de manera explícita en coordenadas de Plücker. Para verificar
que funciona hemos reproducido correctamente el espectro para los sectores espinoriales
de 0-formas y 1-formas. Aunque no hemos calculado de forma completa el espectro del
operador de Dirac en las 2, 3 y 4-formas, tal cálculo ahora es una tarea meramente me-
cánica, completarlo permitiría extender el resultado conocido en [19] del espectro de D/
sobre la Grassmanniana Gr4;2 para la estructura de espín (que es única), al espectro para
todas las estructuras de espínc; un cálculo considerablemente más complejo permitiría
extender el resultado general obtenido en [19] para Grn;2.

5.1. Aplicaciones

Conocer el espectro del operador de Dirac en un espacio M es de utilidad para varios
problemas físicos, algunos de los cuales ya fueron mencionados en la introducción, pero
mencionaremos otros; es posible por ejemplo en un espacio-tiempo E escribir la ecuación
de Dirac libre en forma hamiltoniana, al menos en un sistema coordenado adecuado, en
la forma

i
∂Ψ

∂τ
= HDψ
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5.2. Algunas preguntas abiertas

donde el Hamiltoniano de Dirac tiene la estructura HD = γ0γi∇i+γ
0m, en particular

para fermiones sin masa m = 0, un caso de particular importancia para el estudio del
grafeno [6,23], lleva a un hamiltoniano que es HD = Γi∇i, que puede interpretarse como
un operador de Dirac D/ M en una rebanada espacial (space-like slice) de E, visto como
una foliación sobre el parámetro τ (por ejemplo en Relatividad General) sobre M , donde
Γi := γ0γi son matrices de Dirac para la métrica de M , es decir {Γi,Γj} = 2γij1. De
este modo los eigenvalores de D/ M son las frecuencias permitidas, y resuelve la ecuación
de Dirac en E mediante transformada de Fourier en τ .

Visto de otra manera el mismo problema puede concebirse como hallar los modos
cero del operador de Dirac en E

D/ Eψ = 0.

Por otra parte conocer el espectro de energías de fermiones en un espacio M es
indispensable si se desean tratar problemas de muchos cuerpos, por ejemplo el gas de
fermiones no iteractuante en M o el efecto Hall cuántico, donde se han estudiado gene-
ralizaciones de las funciones de onda de Laughlin partiendo de ideas similares [7].

Aunque no hemos tratado los modos cero en este trabajo, estos corresponden a los
llamados espinores armónicos, definidos por ∇iψ = 0 (covariantemente constantes),
los cuales son de gran importancia en topología diferencial donde proveen mediante el
teorema de Atiyah-Singer información de la topología de M . Una generalización puede
hallarse en [2] junto con una discusión más detallada que incluye espinores de Killing,
una generalización de los espinores de Dirac.

5.2. Algunas preguntas abiertas

Hay una serie de preguntas que es interesante plantear y responder, y que pueden
investigarse mediante los métodos que hemos presentado en este trabajo, algunas de las
que consideramos que vale la pena mencionar son

1. Extender la solución a Grn;2 para n > 4. Se sabe que la respuesta será intrincada,
principalmente porque no es sencillo construir el haz de espín en el caso gene-
ral, y porque de los resultados que se conocen para Grn;2 se sabe que n = 4 es
especialmente simple.

2. ¿Existe alguna manera simple de construir las representaciones adecuadas del haz
de espín en el caso de un espacio homogeneo general? Este es un problema de
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Capítulo 5. Conclusiones

clasificación. En [11] el haz de espín se asume conocido de forma abstracta pero
no se tiene una determinación constructiva.

3. Aplicar los resultados obtenidos a problemas físicos. Esto parece mucho más proba-
ble en problemas de física-matemática donde se presenten problemas de fermiones
sobre las Grasmanianas.

4. Investigar los modos cero y los espinores de Killing en las Grasmanianas.
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APÉNDICE A

Operador de acción derecha tangente

Nuestro objetivo en este Apéndice es demostrar que

Kı
Aū = −λıAū,

ésta es una de las expresiones que definimos en (2.5).

Sabemos que
ūβα =

1

(n− 1)!
ϵβ1···βn−1βϵα1···αn−1αu

α1
β1

· · ·uαn−1

βn−1
(A.1)

y notemos que

−λıAū = − (λıAū)
β
α = − (λıA)

γ
α ū

β
γ

(2.4)
= −δıαδ

γ
Aū

β
γ = −δıαū

β
A. (A.2)

Además de (2.8) tenemos que Kı
A = uıµ∂

µ
A − ūµA∂̄

ı
µ, aplicando a ū se tiene

Kı
Aū

β
α =

uıµ
(n− 1)!

ϵβ1···βn−1βϵα1···αn−1α

n−1∑
ȷ=1

uα1
β1

· · ·
ȷ

δ̂
αȷ

A δ
µ
βȷ
· · ·uαn−1

βn−1

=
1

(n− 1)!
ϵβ1···βn−1β

n−1∑
ȷ=1

uα1
β1

· · ·
ȷ

ûıβȷ
· · ·uαn−1

βn−1
ϵα1···

ȷ

Â···αn−1α

=
1

(n− 1)!
ϵβ1···βn−1β

n−1∑
ȷ=1

uα1
β1

· · ·uαn−1

βn−1
δıαȷ
ϵα1···

ȷ

Â···αn−1α, (A.3)

en (A.3) se ha usado uıβȷ
= u

αȷ

βȷ
δıαȷ

. Observemos que si sustituimos

ϵα1···
ȷ

Â···αn−1αδ
ı
αȷ

= ϵα1···
ȷ

Â···αn−1αȷ
δıα −

∑
k ̸=ȷ

(±)ϵα1···
k

α̂ȷ···
ȷ

Â···αn−1αδ
ı
αk

en (A.3) obtenemos

Kı
Aū

β
α =

1

(n− 1)!
ϵβ1···βn−1βuα1

β1
· · ·uαn−1

βn−1

n−1∑
ȷ=1

ϵα1···
ȷ

Â···αn−1αȷ
δıα

− 1

(n− 1)!

n−1∑
ȷ=1

∑
k ̸=ȷ

ϵβ1···
k

β̂ȷ···
ȷ

β̂k···βuα1
β1

· · ·uαȷ

βk
· · ·uαk

βȷ
· · ·uαn−1

βn−1
ϵα1···

k

α̂ȷ···
ȷ

Â···αn−1αδ
ı
αk
.
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Apéndice A. Operador de acción derecha tangente

Intercambiando αȷ ↔ αk y βȷ ↔ βk en el segundo término de la ecuación anterior
tenemos

Kı
Aū

β
α =

1

(n− 1)!
ϵβ1···βn−1βuα1

β1
· · ·uαn−1

βn−1

n−1∑
ȷ=1

ϵα1···
ȷ

Â···αn−1αȷ
δıα

− 1

(n− 1)!

n−1∑
ȷ=1

∑
k ̸=ȷ

ϵβ1···βn−1βuα1
β1

· · ·uαn−1

βn−1
ϵα1···

ȷ

Â···αn−1αδ
ı
αȷ
. (A.4)

De (A.3) y (A.4) se tiene que

Kı
Aū

β
α =

1

(n− 1)!
ϵβ1···βn−1β

n−1∑
ȷ=1

uα1
β1

· · ·uαn−1

βn−1
ϵα1···

ȷ

Â···αn−1αδ
ı
αȷ

=
1

(n− 1)

1

(n− 1)!
ϵβ1···βn−1βuα1

β1
· · ·uαn−1

βn−1

n−1∑
ȷ=1

ϵα1···
ȷ

Â···αn−1αȷ
δıα

= − 1

(n− 1)!
ϵβ1···βn−1βuα1

β1
· · ·uαn−1

βn−1
ϵα1···αn−1Aδ

ı
α

= −δıαū
β
A = − (λıAū)

β
α

∴ Kı
Aū = −λıAū▲
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APÉNDICE B

Aniquilación de f (ζ, ζ̄)

En este apéndice vamos a demostrar que el operador Kı
ȷ aniquila cualquier función

diferenciable f(ζ, ζ̄) definida sobre Grn;2.

Sabemos que

ζαβ =
1√
2
ϵıȷu

ı
αu

ȷ
β, y ζ̄αβ =

1√
2
ϵıȷūαı ū

β
ȷ .

Aplicamos Kı
ȷ a ζαβ:

Kı
ȷζαβ = uıµ∂

µ
ȷ

(
1√
2
ϵklu

k
αu

l
β

)
=

1√
2

(
ϵȷlu

ı
αu

l
β + ϵkȷu

ı
βu

k
α

)
=

1√
2
ϵȷk
(
uıαu

k
β − ukαu

ı
β

)
=

1√
2
ϵȷk
[
(δımδ

k
n − δınδ

k
m)u

m
α u

n
β

]
=

1√
2
ϵȷkϵ

ıkϵmnu
m
α u

n
β

= δıȷζαβ (B.1)

Ahora aplicamos Kı
ȷ a ζ̄αβ:

Kı
ȷζ̄

αβ = −ūµȷ ∂̄ıµ
(

1√
2
ϵklūαk ū

β
l

)
= − 1√

2

(
ϵılūαȷ ū

β
l + ϵkıūβȷ ū

α
k

)
= − 1√

2
ϵıl
(
ūαȷ ū

β
l − ūβȷ ū

α
l

)
= − 1√

2
ϵıl
[
(δmȷ δ

n
l − δnȷ δ

m
l )ū

α
mū

β
n

]
= − 1√

2
ϵılϵȷlϵ

mnūαmū
β
n

= −δıȷζ̄αβ (B.2)

34



Apéndice B. Aniquilación de f(ζ, ζ̄)

Ahora bien, sea f(ζ, ζ̄) una función diferenciable sobre Grn;2 entonces

Kı
ȷf(ζ, ζ̄) = uıµ∂

µ
ȷ f − ūµȷ ∂̄

ı
µf = uıµ∂ζf∂

µ
ȷ ζαβ − ūµȷ ∂ζ̄f∂̄

ı
µ
¯ζαβ

= ∂ζfu
ı
µ∂

µ
ȷ ζαβ − ∂ζ̄fū

µ
ȷ ∂̄

ı
µ
¯ζαβ

(B.1, B.2)
= δıȷ(ζ∂ζ − ζ̄∂ζ̄)f,

(B.3)

donde se entiende que ∂ζ = ∂
∂ζ

. Debido a que f es una función invariante bajo la trans-
formación ζαβ → ζ ′αβ = eiθζαβ implica que

f(ζ, ζ̄) = f(ζ ′, ζ̄ ′),

derivando ambos lados con respecto a θ se tiene:

∂

∂θ
f(ζ, ζ̄) = 0 (B.4)

=
∂

∂θ
f(eiθζ, e−iθζ̄)

= i
(
ζ ′∂ζ′ − ζ̄ ′∂ζ̄′

)
f. (B.5)

De (B.4) y (B.5) concluimos que ζ∂ζ − ζ̄∂ζ̄ en (B.3) es cero y por tanto Kı
ȷ aniquila a f .

Más aún, si f es expandida como una serie el efecto de Kı
ȷ en cada término polinomial

de la serie es δij(#(ζ) − #(ζ̄)) y Kı
ȷ aniquila a f (de forma análoga a lo demostrado

anteriormente) debido a que es invariante bajo transformaciones de U(1).
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APÉNDICE C

Identidades de Fierz

Aquí explicaremos a detalle la deducción de las correspondientes identidades de Fierz
para las matrices de Gell-Mann de SU(n).

Empezamos dando una base {λa,1} donde λa son las matrices de Gell-Mann y 1 es
la matriz identidad, éstas son matrices n × n. Las matrices de Gell-Mann tienen traza
nula Tr(λa) = 0 y obedecen la relación de normalización Tr(λaλb) = 2δab.

Sea M ∈ Matn×n(C), M = M †, donde † indica conjugación hermítica, escribimos
esta matriz en términos de nuestra base:

M = za · λa + z0 · 1 za, z0 ∈ C

⇒ Tr(M) = Tr(za · λa) + Tr(z0 · 1)
= 0 + nz0

⇒ z0 =
Tr(M)

n
(C.1)

Por otra parte tenemos

Tr(Mλb) = Tr(za · λa · λb) + Tr(z0 · 1 · λb)
= 2zaδab + 0 = 2zb

⇒ zb =
1

2
Tr(Mλb) (C.2)

Usando (C.1) y (C.2) podemos reescribir M como

M =
1

2
Tr(Mλa) · λa +

Tr(M)

n
· 1 ∀ M ∈ Matn×n(C)

⇒Mαβ =
1

2
Mνµ(λa)µν(λa)αβ +

1

n
Mµµδαβ. (C.3)

Podemos reescribir la expresión (C.3) de la forma

δναδµβMνµ =
1

2
Mνµ(λa)µν(λa)αβ +

1

n
δµνMνµδαβ
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⇒Mνµ

[
δναδµβ −

1

2
(λa)µν(λa)αβ −

1

n
δµνδαβ

]
= 0

⇒ δναδµβ =
1

2
(λa)µν(λa)αβ +

1

n
δµνδαβ,

despejando obtenemos las identidades de Fierz buscadas

(λa)µν(λa)αβ = 2

(
δναδµβ −

1

n
δµνδαβ

)
,

que también podemos escribir como:

(λa)
µ
ν (λa)

α
β = 2

(
δαν δ

µ
β − 1

n
δµν δ

α
β

)
.
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APÉNDICE D

Laplaciano de SU(n)

Esta sección esta dedicada al cálculo del Laplaciano de SU(n). Por simplicidad vamos
a calcularlo de ∆SU(n) = L2

a, y para tal fin usaremos las siguientes ecuaciones:

La = −
(
λa
2

)α

β

[
uµα∂

β
µ − ūβµ∂̄

µ
α

]
, (D.1)

(λa)
α
β(λa)

µ
ν = 2

(
δαν δ

µ
β − 1

n
δµν δ

α
β

)
, (D.2)

∂µν u
λ
α = δµαδ

λ
ν , ∂̄µν ū

λ
α = δµαδ

λ
ν , ∂̄µν u

λ
α = ∂µν ū

λ
α = 0, (D.3)

ūγβu
α
γ = ūαγu

γ
β = δαβ . (D.4)

Empezamos tomando el cuadrado de (D.1):

L2
a

(D.1)
=

(
−λa

2

)α

β

(
−λa

2

)µ

ν

[
uρα∂

β
ρ − ūβρ ∂̄

ρ
α

] [
uσµ∂

ν
σ − ūνσ∂̄

σ
µ

]︸ ︷︷ ︸
□

(D.2)
=

1

2

(
δαν δ

µ
β − 1

n
δµν δ

α
β

)
(□)

(D.5)

□ = uρα∂
β
ρu

σ
µ∂

ν
σ + uραu

σ
µ∂

β
ρ ∂

ν
σ − ūβρ ∂̄

ρ
αu

σ
µ∂

ν
σ − ūβρu

σ
µ∂̄

ρ
α∂

ν
σ

−uρα∂βρ ūνσ∂̄σµ − uραū
ν
σ∂

β
ρ ∂̄

σ
µ + ūβρ ∂̄

ρ
αū

ν
σ∂̄

σ
µ + ūβρ ū

ν
σ∂̄

ρ
α∂̄

σ
µ

(D.3)
= δβµu

σ
α∂

ν
σ + uραu

σ
µ∂

β
ρ ∂

ν
σ − ūβρu

σ
µ∂̄

ρ
α∂

ν
σ − uραū

ν
σ∂

β
ρ ∂̄

σ
µ + δναū

β
σ∂̄

σ
µ + ūβρ ū

ν
σ∂̄

ρ
α∂̄

σ
µ . (D.6)

Ahora calculemos por partes el producto
(
δαν δ

µ
β − 1

n
δµν δ

α
β

)
(□):

(I) =

(
δαν δ

µ
β − 1

n
δµν δ

α
β

)[
δβµu

σ
α∂

ν
σ + uραu

σ
µ∂

β
ρ ∂

ν
σ

]
= nuσα∂

α
σ − 1

n
uσα∂

α
σ + uραu

σ
β∂

β
ρ ∂

α
σ − 1

n
uραu

σ
µ∂

α
ρ ∂

µ
σ

µ→β

=

(
n2 − 1

n

)
uσα∂

α
σ

σ→α, α→β

+ uραu
σ
β

(
∂βρ ∂

α
σ − 1

n
∂αρ ∂

β
σ

)
ρ→α, σ→β, α→µ, β→ν

=

(
n2 − 1

n

)
uαβ∂

β
α + uαµu

β
ν

(
∂µβ∂

ν
α − 1

n
∂µα∂

ν
β

)
(D.7)

38



Apéndice D. Laplaciano de SU(n)

(II) =

(
δαν δ

µ
β − 1

n
δµν δ

α
β

)[
δναū

β
σ∂̄

σ
µ + ūβρ ū

ν
σ∂̄

ρ
α∂̄

σ
µ

]
= nūβσ∂̄

σ
β − 1

n
ūβσ∂̄

σ
β + ūβρ ū

α
σ ∂̄

ρ
α∂̄

σ
β − 1

n
ūβρ ū

µ
σ∂̄

ρ
β∂̄

σ
µ

µ→α

=

(
n2 − 1

n

)
ūβσ∂̄

σ
β

σ→β, β→α

+ ūβρ ū
α
σ

(
∂̄ρα∂̄

σ
β − 1

n
∂̄ρβ∂̄

σ
α

)
β→α, α→β, ρ→µ, σ→ν

=

(
n2 − 1

n

)
ūαβ ∂̄

β
α + ūαµū

β
ν

(
∂̄µβ ∂̄

ν
α − 1

n
∂̄µα∂̄

ν
β

)
(D.8)

(III) =

(
δαν δ

µ
β − 1

n
δµν δ

α
β

)[
−ūβρuσµ∂̄ρα∂νσ − uραū

ν
σ∂

β
ρ ∂̄

σ
µ

]
= −ūβρuσβ∂̄ρα∂ασ +

1

n
ūαρu

σ
ν ∂̄

ρ
α∂

ν
σ

ν→β

− uρν ū
ν
σ∂

β
ρ ∂̄

σ
β +

1

n
ūµσu

ρ
β∂̄

σ
µ∂

β
ρ

µ→α, σ→ρ, ρ→σ

(D.4)
= −∂̄σα∂ασ +

1

n
ūαρu

σ
β∂̄

ρ
α∂

β
σ − ∂̄σβ∂

β
σ

β→α

+
1

n
ūαρu

σ
β∂̄

ρ
α∂

β
σ

= −2∂̄σα∂
α
σ

σ→α, α→β

+
2

n
ūαρu

σ
β∂̄

ρ
α∂

β
σ

ρ→µ, σ→β, β→ν

= −2∂̄αβ∂
β
α +

2

n
ūαµu

β
ν ∂̄

µ
α∂

ν
β . (D.9)

Sustituyendo (D.7), (D.8) y (D.9) en (D.5) tenemos

L2
a =

1

2

{(
n2 − 1

n

)
uαβ∂

β
α + uαµu

β
ν

(
∂µβ∂

ν
α − 1

n
∂µα∂

ν
β

)
+

(
n2 − 1

n

)
ūαβ ∂̄

β
α

+ūαµū
β
ν

(
∂̄µβ ∂̄

ν
α − 1

n
∂̄µα∂̄

ν
β

)
− 2∂̄αβ∂

β
α +

2

n
ūαµu

β
ν ∂̄

µ
α∂

ν
β

}
=

1

2

{
n2 − 1

n

(
uαβ∂

β
α + ūαβ ∂̄

β
α

)
− 2∂̄αβ∂

β
α +

2

n
ūαµu

β
ν ∂̄

µ
α∂

ν
β

+uαµu
β
ν

(
∂µβ∂

ν
α − 1

n
∂µα∂

ν
β

)
+ ūαµū

β
ν

(
∂̄µβ ∂̄

ν
α − 1

n
∂̄µα∂̄

ν
β

)}
.

Finalmente obtenemos que

∆SU(n) =
1

2

{
n2 − 1

n

(
uαβ∂

β
α + ūαβ ∂̄

β
α

)
− 2∂̄αβ∂

β
α +

2

n
ūαµu

β
ν ∂̄

µ
α∂

ν
β

+uαµu
β
ν

(
∂µβ∂

ν
α − 1

n
∂µα∂

ν
β

)
+ ūαµū

β
ν

(
∂̄µβ ∂̄

ν
α − 1

n
∂̄µα∂̄

ν
β

)}
▲
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APÉNDICE E

Cuadrado del operador de Dirac

En este Apéndice se encuentran los detalles del cálculo del cuadrado del operador de
Dirac.

Empezamos con nuestro anzats para el operador de Dirac:

D/ = γAı Kı
A + γıAKA

ı (E.1)

y calculamos su cuadrado directamente de esta expresión obteniendo

D/ 2 = (γAı Kı
A + γıAKA

ı )(γ
B
ȷ K

ȷ
B + γȷBK

B
ȷ )

= γAı γ
B
ȷ Kı

AK
ȷ
B + γıAγ

B
ȷ KA

ı K
ȷ
B + γAı γ

ȷ
BK

ı
AKB

ȷ + γıAγ
ȷ
BK

A
ı KB

ȷ . (E.2)

Ahora notemos que

γAı γ
B
ȷ =

1

2
[γAı , γ

B
ȷ ]

γıAγ
B
ȷ =

1

2
{γıA, γBȷ }+

1

2
[γıA, γ

B
ȷ ] =

1

2
δıȷδ

B
A +

1

2
[γıA, γ

B
ȷ ]

γAı γ
ȷ
B =

1

2
{γAı , γ

ȷ
B}+

1

2
[γAı , γ

ȷ
B] =

1

2
δȷıδ

A
B +

1

2
[γAı , γ

ȷ
B]

γıAγ
ȷ
B =

1

2
[γıA, γ

ȷ
B]

donde hemos usado los resultados en (3.2). Sustituyendo estas expresiones en (E.2)
tenemos que

D/ 2 =
1

2
[γAı , γ

B
ȷ ]Kı

AK
ȷ
B +

1

2
δıȷδ

B
AKA

ı K
ȷ
B +

1

2
[γıA, γ

B
ȷ ]KA

ı K
ȷ
B

+
1

2
δȷıδ

A
BKı

AKB
ȷ +

1

2
[γAı , γ

ȷ
B]K

ı
AKB

ȷ +
1

2
[γıA, γ

ȷ
B]K

A
ı KB

ȷ , (E.3)

de donde

[γAı , γ
B
ȷ ]Kı

AK
ȷ
B = γAı γ

B
ȷ Kı

AK
ȷ
B − γBȷ γ

A
ı Kı

AK
ȷ
B

A↔B ı↔ȷ

= γAı γ
B
ȷ Kı

AK
ȷ
B − γAı γ

B
ȷ K

ȷ
BK

ı
A

= γAı γ
B
ȷ [Kı

A,K
ȷ
B] = 0
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Apéndice E. Cuadrado del operador de Dirac

pues por (2.14) sabemos que el conmutador [Kı
A,K

ȷ
B] = 0. De forma análoga se obtiene

[γıA, γ
ȷ
B]KA

ı KB
ȷ = 0.

Sustituyendo los dos resultados anteriores en (E.3) y simplificando se tiene

D/ 2 =
1

2
KA

ı Kı
A +

1

2
Kı

AKA
ı +

1

2
[γıA, γ

B
ȷ ]KA

ı K
ȷ
B +

1

2
[γAı , γ

ȷ
B]K

ı
AKB

ȷ

A↔B ı↔ȷ

=
1

2
{KA

ı ,Kı
A}+

1

2
[γıA, γ

B
ȷ ][KA

ı ,K
ȷ
B], (E.4)

la ecuación (E.4) se puede reescribir en términos de operadores de Casimir cuadráticos
si sustituimos el conmutador [KA

ı ,K
ȷ
B] = δȷıKA

B − δABKȷ
ı y usamos las definiciones TA

B =
1
2
[γAı , γ

ı
B] y T ı

ȷ =
1
2
[γıA, γ

A
ȷ ], obteniendo finalmente

D/ 2 =
1

2
{KA

ı ,Kı
A}+

1

2
[γıA, γ

B
ı ]KA

B − 1

2
[γıA, γ

A
ȷ ]Kȷ

ı

=
1

2
{KA

ı ,Kı
A} − TB

A KA
B − T ı

ȷKȷ
ı .
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APÉNDICE F

1-formas exactas

En este Apéndice vamos a encontrar la estructura de las 1-formas exactas que se
obtiene de D/ ψ0 para una función cargada. Empezamos de

D/ ψ0|Ω⟩ = (γAı Kı
A + γıAKA

ı )ψ0|Ω⟩,
= γıAKA

ı ψ0|Ω⟩, (F.1)

en (F.1) hemos usado la definición γAı |Ω⟩ = 0. Ahora calculemos KA
ı ψ0:

KA
ı ψ0 = KA

ı P
(µl,νl;ηp)(µ′

l+q ,ν
′
l+q ;η

′
p)

(αl+q ,βl+q ;γp)(α′
lβ

′
l;γ

′
p)
ζµ′

l+qν
′
l+q
ζη′

pδp ζ̄
α′

lβ
′
l ζ̄γ

′
pδp , (F.2)

en este punto es útil recordar que

KA
ı ζ̄

αβ = 0, KA
ı ζαβ =

1√
2
ϵıȷu

A
[αu

ȷ
β]. (F.3)

Sustituyendo los resultados de (F.3) en (F.2) tenemos que

KA
ı ψ0 =

l+q∑
r=1

P(µl,νl;ηp)(µ′
l+q ,ν

′
l+q ;η

′
p)

(αl+q ,βl+q ;γp)(α′
lβ

′
l;γ

′
p)
ζ
∧r

µ′
l+qν

′
l+q
ζη′

pδp ζ̄
α′

lβ
′
l ζ̄γ

′
pδp

1√
2
ϵıȷu

A
[µ′

r
uȷν′r] (F.4)

+

p∑
s=1

P(µl,νl;ηp)(µ′
l+q ,ν

′
l+q ;η

′
p)

(αl+q ,βl+q ;γp)(α′
lβ

′
l;γ

′
p)
ζµ′

l+qν
′
l+q
ζ
∧s

η′
pδp
ζ̄α

′
lβ

′
l ζ̄γ

′
pδp

1√
2
ϵıȷu

A
[η′s
uȷδs]

donde el símbolo
∧r indica que los índices µ′

rν
′
r fueron suprimidos. En el segundo término

hay una contracción de la forma

1√
2
ϵıȷu

A
[η′s
uȷδs]ζ̄

γ′
sδs =

1

2
ϵıȷ(u

A
η′s
uȷδs − uAδsu

ȷ
η′s
)ϵklū

γ′
s

k ū
δs
l ,

=
1

2
ū
γ′
s

i u
A
η′s
,
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Apéndice F. 1-formas exactas

notemos que para obtener este resultado hemos usado uȷδsū
δs
l = δȷl y uAδsū

δs
l = 0. Sustitu-

yendo este resultado en (F.4) tenemos que

KA
ı ψ0 =

l+q∑
r=1

P(µl,νl;ηp)(µ′
l+q ,ν

′
l+q ;η

′
p)

(αl+q ,βl+q ;γp)(α′
lβ

′
l;γ

′
p)
ζ
∧r

µ′
l+qν

′
l+q
ζη′

pδp ζ̄
α′

lβ
′
l ζ̄γ

′
pδp

1√
2
ϵıȷu

A
[µ′

r
uȷν′r] (F.5)

+

p∑
s=1

P(µl,νl;ηp)(µ′
l+q ,ν

′
l+q ;η

′
p)

(αl+q ,βl+q ;γp)(α′
lβ

′
l;γ

′
p)
ζµ′

l+qν
′
l+q
ζ
∧s

η′
pδp
ζ̄α

′
lβ

′
l

∧s

ζ̄γ
′
pδp

1

2
ūγ

′
s

ı u
A
η′s
.

Ahora sustituimos (F.5) en (F.1):

D/ ψ0|Ω⟩ =

l+q∑
r=1

P(µl,νl;ηp)(µ′
l+q ,ν

′
l+q ;η

′
p)

(αl+q ,βl+q ;γp)(α′
lβ

′
l;γ

′
p)
ζ
∧r

µ′
l+qν

′
l+q
ζη′

pδp ζ̄
α′

lβ
′
l ζ̄γ

′
pδp

1√
2
ϵıȷu

A
[µ′

r
uȷν′r]γ

ı
A|Ω⟩ (F.6)

+

p∑
s=1

P(µl,νl;ηp)(µ′
l+q ,ν

′
l+q ;η

′
p)

(αl+q ,βl+q ;γp)(α′
lβ

′
l;γ

′
p)
ζµ′

l+qν
′
l+q
ζ
∧s

η′
pδp
ζ̄α

′
lβ

′
l

∧s

ζ̄γ
′
pδp

1

2
ūγ

′
s

ı u
A
η′s
γıA|Ω⟩,

las expresiones en verde, traducidas a nuestro lenguaje de diagramas de Young (usando
nuestro diccionario pictórico de la sección 3.4), nos da la estructura para las 1-formas
exactas:

∞∑
l=0

l+q≥1

∞∑
p=0

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
A ··
ı ··

p︷ ︸︸ ︷
·· ⊕ (F.7)

∞∑
l=1

l+q≥1

∞∑
p=0

p+1︷ ︸︸ ︷
ı ··

l−1︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p+1︷ ︸︸ ︷
·· A
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APÉNDICE G

Expansión de las 1-formas

El objetivo principal de este Apéndice es mostrar la construcción explícita de la
expansión para las 1-formas en (3.20) usando el método de descomposición de Clebsch-
Gordan y recordando que las 1-formas tienen la estructura

L︷ ︸︸ ︷
··
··

⊗

L+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

⊗ A
ı

=

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· ⊗ A

ı
(G.1)

Método de descomposición de Clebsch-Gordan

Primero pegamos la caja A :
p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· ⊗ A

ı
=

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· A

(I)

⊕

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
··

A
(II)

⊕

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

A

p︷ ︸︸ ︷
··

(III)

⊕

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

A

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
··

(IV)

⊕

p︷ ︸︸ ︷
··

A

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
··

(V)

 ı

Notemos que los diagramas (IV) y (V) son cero debido a que
A

= 0 y
A

= 0.
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Apéndice G. Expansión de las 1-formas

Ahora pegamos la caja ı al diagrama (I), resultando:

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
··

ı
A

(Ia)

⊕

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

ı

p︷ ︸︸ ︷
·· A

(Ib)

⊕

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

ı

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· A

(Ic)

⊕

p︷ ︸︸ ︷
··

ı

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· A

(Id)

Los diagramas (Ia) y (Ib) no representan mayor problema podemos intercambiar A

con cualquier de la primer fila (esto es debido a que los índices que corresponden a
cajas de la forma en una misma fila son simétricos) y de forma similar ı se puede
intercambiar con cualquier de la segunda fila. Por ejemplo para (Ia) tenemos

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
··

ı
A =

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q︷ ︸︸ ︷
A ··
ı ··

p︷ ︸︸ ︷
··

Para los últimos dos diagramas en cambio hay que tener en cuenta lo siguiente: en (Ic)
hay una contracción debido a

ı

= uıαζ̄
αβ =

1√
2
uıαϵ

klūαk ū
β
l =

1√
2
δıkϵ

klūβl =
1√
2
ϵılūβl −→ ı (G.2)

y en (Id) hay una contracción debido a

ı
= uıγ ζ̄

γδζηδ
(G.2)
=

1√
2
ϵılūδl ζηδ =

1

2
ϵılϵmnū

δ
l u

m
η u

n
δ =

1

2
uıη −→ ı (G.3)

Bajo estas consideraciones podemos reescribir los diagramas (Ic) e (Id) como:

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

ı

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· A (G.2)

=

p+1︷ ︸︸ ︷
ı ··

l−1︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p+1︷ ︸︸ ︷
·· A

p︷ ︸︸ ︷
··

ı

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
·· A (G.3)

=

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p+1︷ ︸︸ ︷
·· ı A
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Ahora pegamos la caja ı al diagrama (II), resultando:

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

ı

p︷ ︸︸ ︷
··

A

(IIa)

⊕

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

ı

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
··

A

(IIb)

⊕

p︷ ︸︸ ︷
··

ı

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

p︷ ︸︸ ︷
··

A
(IIc)

Notemos que solo los diagramas (IIb) y (IIc) presentan contracciones, por lo que se
procede de manera similar a lo descrito anteriormente.

Finalmente pegamos la caja ı al diagrama (III), resultando:

p︷ ︸︸ ︷
··

l︷ ︸︸ ︷
··
··

ı

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

A

p︷ ︸︸ ︷
··

(IIIa)

⊕

p︷ ︸︸ ︷
··

ı

l︷ ︸︸ ︷
··
··

l+q−1︷ ︸︸ ︷
··
··

A

p︷ ︸︸ ︷
··

(IIIb)

Las contracciones en estos dos diagramas se tratan de la misma forma antes descrita.
Tomando en cuenta todas las consideraciones detalladas a lo largo de este Apéndice
obtenemos la expansión para las 1-formas en (3.20).
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APÉNDICE H

Espectro del operador D/ 2 sobre funciones

En este Apéndice vamos a calcular el espectro resultante de operar el Dirac cua-
drático (4.10) directamente a las funciones definidas en la Grasmaniana Gr4;2, cuya
representación está contenida en (3.8):

Y =
∞∑
l=0

l+q≥0

∞∑
p=0

p︷ ︸︸ ︷
γ ··

l︷ ︸︸ ︷
α ··
β ··

l+q︷ ︸︸ ︷
µ ··
ν ··

p︷ ︸︸ ︷
η ·· .

Para calcular tal espectro es útil tener presente que KA
Bζαβ = KA

B ζ̄
αβ = 0, Kȷ

ıζαβ = δȷıζαβ

y Kȷ
ı ζ̄

αβ = −δȷı ζ̄αβ. Aplicando el Dirac cuadrático directamente a Y tenemos:

D/ 2Y |Ω⟩ (4.1)
=

(
∆Gr4;2 − TB

A KA
B − T ı

ȷKȷ
ı

)
Y |Ω⟩,

(4.10)
=

(
1

2
{KA

ı ,Kı
A} − T ı

ȷKȷ
ı

)
Y |Ω⟩.

(H.1)

El segundo término se calcula fácilmente recordando que T ı
ȷ |Ω⟩ = −1

2
(n− 2)δıȷ|Ω⟩, así

−T ı
ȷKȷ

ıY |Ω⟩ = δıȷKȷ
ıζµl+qνl+q

ζηpδp ζ̄
αlβl ζ̄γpδp |Ω⟩,

= δıȷδ
ȷ
ıqζµl+qνl+q

ζηpδp ζ̄
αlβl ζ̄γpδp |Ω⟩,

= 2qY |Ω⟩. (H.2)

Reescribiendo Y de una forma más conveniente calculamos la contribución debida al
Laplaciano:

1

2

{
KA

ı ,Kı
A

}
Y |Ω⟩ =

1

2
KA

ı Kı
Aζµl+qνl+q

ζ̄αlβlū
γ
ȷ u

ȷ
η|Ω⟩+

1

2
Kı

AKA
ı ζµl+qνl+q

ζ̄αlβlū
γ
ȷ u

ȷ
η|Ω⟩, (H.3)
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donde hemos usado la notación ūγȷ u
ȷ
η = ūγ1ı1 · · · ū

γp
ıp u

ı1
η1
· · ·uıpηp .Resolvemos por partes (H.3),

del primer término tenemos que

KA
ı Kı

Aζµl+qνl+q
ζ̄αlβlū

γ
ȷ u

ȷ
η = KA

ı

l∑
r=1

ζµl+qνl+q
ζ̄

∧r

αl−1βl−1

(
− 1√

2
ū
[αr

A ūβr]
m ϵım

)
ū
γ
ȷ u

ȷ
η (H.4)

+KA
ı

p∑
r=1

ζµl+qνl+q
ζ̄αlβl

(
−δıȷr ū

γr
A

) ∧r

ū
γ
ȷ u

ȷ
η, (H.5)

aquí
∧r

ζ̄αl−1βl−1 indica que el r-ésimo elemento no está en la expansión de ζ̄αl−1βl−1 . Calcu-
lamos primero el término (H.4):

(H.4) =
l∑

r=1

l+q∑
s=1

∧s

ζµl+q−1νl+q−1
ζ̄

∧r

αl−1βl−1

(
− 1√

2
ū
[αr

A ūβr]
m ϵım

1√
2
uA[µs

unνs]ϵın

)
ū
γ
ȷ u

ȷ
η (H.6)

+
l∑

r=1

ζµl+qνl+q
ζ̄

∧r

αl−1βl−1

(
2

1√
2
ū[αr
ı ūβr]

m ϵım
)
ū
γ
ȷ u

ȷ
η (H.7)

+
l∑

r=1

p∑
s=1

ζµl+qνl+q
ζ̄

∧r

αl−1βl−1

(
− 1√

2
ū
[αr

A ūβr]
m ϵım

)
ū
γ
ȷ δ

ȷs
ı u

A
ηs

∧s

u
ȷ
η, (H.8)

donde

(H.6) =
l∑

r=1

l+q∑
s=1

∧s

ζµl+q−1νl+q−1
ζ̄

∧r

αl−1βl−1
(
2ζµsνs ζ̄

αrβr
)
ū
γ
ȷ u

ȷ
η, (H.9)

= 2l(l + q)Y. (H.10)

Para obtener (H.9) hemos usado que δαr
µs

= ūαr
A u

A
µs

+ ūαr
k u

k
µs

= 0 (por el requerimiento
de que las trazas son nulas), lo cual implica ūαr

A u
A
µs

= −ūαr
k u

k
µs

y posteriormente usamos
la identidad 1√

2
ū
[α
ı ū

β]
m = ζ̄αβϵım. Usando una identidad similar a la antes mencionada

encontramos:
(H.7) = 4lY, (H.11)

y por argumentos análogos a los usados para obtener (H.9) obtenemos:

(H.8) = lpY. (H.12)

Ahora calculamos el término (H.5):

(H.5) =

p∑
r=1

l+q∑
s=1

∧s

ζµl+q−1νl+q−1
ζ̄αlβl

(
1√
2
uA[µs

unνs]ϵın

)(
−δıȷr ū

γr
A

) ∧r

ū
γ
ȷ u

ȷ
η (H.13)

+

p∑
r=1

ζµl+qνl+q
ζ̄αlβl

(
δıȷrδ

A
Aū

γr
ı

) ∧r

ū
γ
ȷ u

ȷ
η (H.14)

+

p∑
r=1

p∑
s=1

ζµl+qνl+q
ζ̄αlβl

(
−δıȷr ū

γr
A

) ∧r

ū
γ
ȷ

(
δȷsı u

A
ηs

) ∧s

u
ȷ
η, (H.15)
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Apéndice H. Espectro del operador D/ 2 sobre funciones

el término (H.13) se resuelve de manera análoga a (H.9) y nos da como resultado:

(H.13) = p(l + q)Y, (H.16)

el siguiente término es inmediato:

(H.14) = 2pY. (H.17)

Por último resolvemos el término (H.15), en el cual podemos reescribir ūγrA uAηs = −ūγrȷr u
ȷr
ηs

y notamos que tenemos dos contribuciones, una para el caso cuando r ̸= s y otra para
el caso cuando r = s:

(H.15) = −
p∑

r=1

p∑
s=1

ζµl+qνl+q
ζ̄αlβlδȷsȷr ū

γr
A u

A
ηs

∧r

ū
γ
ȷ

∧s

u
ȷ
η

=

p∑
r=1

∑
r ̸=s

ζµl+qνl+q
ζ̄αlβlδȷsȷr ū

γr
ȷr u

ȷr
ηs

∧r

ū
γ
ȷ

∧s

u
ȷ
η + 2

p∑
r=1

ζµl+qνl+q
ζ̄αlβlūγrȷr u

ȷr
ηr

∧r

ū
γ
ȷ

∧r

u
ȷ
η

= [p(p− 1) + 2p]Y. (H.18)

Sumando las contribuciones de (H.4) y (H.5) obtenemos

KA
ı Kı

AY = [2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 4l + 3p]Y. (H.19)

Siguiendo un procedimiento análogo al expuesto anteriormente y usando identidades
similares a las que se aplicaron para hallar el resultado (H.19), encontramos para el
segundo término en (H.3) que

Kı
AKA

ı Y = [2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 4l + 3p+ 4q]Y. (H.20)

Teniendo en cuenta (H.2), (H.19) y (H.20) finalmente encontramos que

D/ 2Y |Ω⟩ = [2l2 + p2 + 2lp+ 2lq + pq + 4l + 3p+ 4q]Y |Ω⟩, (H.21)

así el espectro buscado es el eigenvalor en color verde de la ecuación (H.21).
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